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Chapitre 1

CM ANAVIB

1.1 Rappel de méanique vibratoire

L'osillateur linéaire élémentaire [1℄ : position x, masse m, amortisseur c (N/M.s−1
), ressort

k (N/m), fore f en régime foré (e.g. régime harmonique : f(t) = F0 cosωt) :

� Régi par une EDL2 à oe�ients onstants :

m
d2x

dt2
+ c

dx

dt
+ kx(t) = f(t)

� osillations : libre, foré, harmonique, périodique, amorti ou non ...

� pulsation propre : ω2
0 =

k
m

⇒ ω0 =
√

k
m

� oe�ient d'amortissement : λ = c
2m

;

� amortissement relatif (ou fateur d'amortissement) : ζ = λ
ω0

⇒ ζ = c
2
√
km

� pseudo-pulsation : ωp = ω0

√

1− ζ2

� pulsation de résonane d'amplitude : ωr = ω0

√

1− 2ζ2

� pulsation de résonane d'aélération : ωa =
ω0√
1−2ζ2

.

On a : fr < fp < f0 < fa
� fondamental f0 (p.ex. gamme 1 à 50Hz), harmoniques nf0 (f. as de la orde vibrante)
� Transmissibilité = Fontion de Transfert du 2e ordre de l'Automatique (f. Transformée

de Laplae) :

X0 =
F0

k

1

1−
(

ω
ω0

)2

+ 2ζ ω
ω0

j
(1.1)

� Disussion suivant la valeur de ζ ( >1 ,=1 , <1 ) : réponse indiielle amortie, ritique,

ou pseudo-osillatoire

Fig.0 (à ompléter) Réponse indiielle Fig. Réponse harmonique
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1.2 Analogie életrique

L'analogie Fore-Courant est la plus ommode : un osillateur se omporte omme un iruit

RLC parallèle (Fig. 1.1).

Figure 1.1 � Analogie fore-ourant : une fore agit sur la masse.

On onsidère le ourant i dans la self et le �ux : Φ = Li

LC
d2i

dt2
+

L

R

di

dt
+ i(t) = i0(t) ⇒ C

d2Φ

dt2
+

1

R

dΦ

dt
+

1

L
Φ(t) = i0(t)

m = C (1.2)

c =
1

R
(1.3)

k =
1

L
(1.4)

� Le déplaement orrespond au �ux : x = Φ
� Une fore imposée orrespond à un générateur de ourant : f = i0.
� Un déplaement imposé (générateur de vitesse) orrespond à un générateur de tension :

v = u

1.3 Capteurs

Pour mesurer les vibrations, il existe des apteurs d'e�ort, de position, de vitesse, angulaire,

des jauges de déformation.

On présente ii quelques apteurs lassiques : l'extensomètre, le tahymètre et l'aéléro-

mètre [2℄. Ils apturent respetivement un déplaement, une vitesse et une aélération.

Un apteur est aratérisé prinipalement par sa sensibilité s = ∆S
∆m

(rapport de la sortie

sur le mesurande) mais aussi par sa linéarité, sa bande passante, ses grandeurs d'in�uene, son

étendue de mesures et. Le mode de �xation d'un apteur (vissé, ollé, aimanté, tenu en main)

a une inidene onsidérable sur sa bande passante Fig. 1.2 [3℄.

� Jauge d'extensométrie : e sont des éléments résistifs soit métalliques, soit semi-

onduteurs (f. Fig.1.3a). On les �xe à un support isolant mine ollé à l'endroit de la

struture dont on veut onnaître la déformation (ou bien assoié à un orps d'épreuve) :

∆R

R
= K

∆l

l

où K est le fateur de jauge (selon le type : K = 2 à 4 ; ou K = ±50 à ±200)
Préautions (ar apteur résistif) : autoéhau�ement (Joule, limiter le ourant), �ls de

liaison ave éloignement (montage 4 �ls, ou pont de Wheatstone), résistane d'isolement

par rapport à la masse (humidité, pollution) : > 106 ×Rcapteur.
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Figure 1.2 � Inidene de la pose sur la bande passante d'un aéléromètre.

� Génératrie tahymétrique à ourant ontinu : apteur életromagnétique fournissant

une f.é.m. E (reuillie sur 2 balais ) proportionnelle à la vitesse angulaire ω :

E =
ω

2π

p

a
nΦ0

où n est le nombre de onduteurs sur le rotor onnetés en 2a voies d'enroulement

en parallèle, 2p est le nombre de pièes polaires du stator, Φ0 est le �ux issu du p�le

induteur (f. Fig.1.3b)
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Figure 1.3 � a) Jauge extensométrique b) Génératrie tahymétrique

NB : il existe aussi des tahymètres optiques.

� Dynamomètre et aéléromètre à quartz (apteur générateur de harge) : une fore

normale appliquée aux faes d'une lame de quartz génère des harges :

Q = d.F

où d = 2.13× 10−12C/N est le module piézoéletrique.

Pour avoir un aéléromètre piézoéletrique, il faut traduire l'aélération en fore. Cei

est obtenu au moyen d'une masse M dite sismique qui, soumise à l'aélération Γ, dé-
veloppe une fore F = MΓ (f. Fig. 1.4)

Figure 1.4 � a-b-) Coupes d'aéléromètres piézoéletriques ; d) Prinipe d'un apteur de

mouvement à masse sismique.
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� apteur intelligent : en plus du onditionnement/ampli�ation/CAN, il est doté de

apaités de alul interne et de ommuniation bidiretionnelle : très utile pour la

maintenane préventive (autosurveillane, ontr�le à distane, historique des mesures

stokées).

1.4 Chaîne de mesure

1.4.1 R�le

Une haîne de mesures remplit plusieurs r�les [4℄ : Conditionnement de signal (onversion

de la sortie du apteur en tension), Linéarisation, Adaptation d'impédane, Ampli�ation,

Filtrage, Transmission (NB : On peut faire des télémesures par fréquene porteuse), CAN en

vue de traitement sur PC, ...

1.4.2 Conditionneur de apteurs soure de harge

1.4.2.1 Convertisseur harge-tension

v0(t) ≈ −q(t)/C (f. Fig. 1.5a). En pratique (Fig. 1.5b), on a : V0(p) = −Q(p)
C

RCp
1+RCp

(ave

une fréquene de oupure très basse : Fc =
1

2πRC
≈ 3Hz).

Figure 1.5 � Convertisseur harge-tension : a) prinipe ; b) montage réel (typ. R = 108Ω,
C = 500pF ).

Montage à AOP intéressant pour réduire l'in�uene des impédanes du apteur et des �ls

de liaison (Cc, Cl, Rl). En e�et, l'entrée négative étant une masse virtuelle, auun ourant n'est

dévié dans Cl, Rl.
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1.4.3 Conditionneur de apteurs résistifs

1.4.3.1 Montage 4 �ls

f. Fig. 1.6

Figure 1.6 � Mesure de résistane par montage 4 �ls

vm =
R(m)Ri

R(m) +Ri + 2Rl

Ia ≈ R(m)Ia

si Ri >> Rl et Ri >> R(m).

1.4.3.2 Pont de Wheatstone

Figure 1.7 � Pont de Wheatstone alimenté : a) en tension ; b) en ourant

Equations du pont alimenté en tension (f. Fig. 1.7a) :

vm = Ea
R2R3 − R1R4

(R1 +R2)(R3 +R4)

On prend : R1 = R3 = R4 = R0 et R2 = R0 + ∆R. Alors : vm = 0 à l'équilibre (àd quand

∆R = 0). Sinon, on obtient une tension de mesure de déséquilibre :

vm = ∆R
Ea

4R0

1.5 Analyse vibratoire

1.5.1 Indiateurs salaires globaux

On peut aratériser un signal par sa valeur moyenne s̄, son énergie, sa puissane, son

amplitude rête Screte, sa valeur e�ae Seff , son fateur de rête FC = Screte/Seff , son fateur
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K = Screte × Seff , ou son kurtosis (moment d'orde 4) :

Skurt =

1
N

k=N
∑

k=1

(sk − s̄)4

S4
eff

Ces indiateurs salaires énergétiques permettent une surveillane assez limitée (f. e�et de

masque quand le signal en fontionnement normal est de forte énergie).

1.5.2 Traitement de Signal : Analyse spetrale

L'analyse spetrale [5℄, grâe aux analyseurs de spetres analogiques ou numériques, permet

de onnaître les fréquenes présentes dans un signal.

� Dans les mahines tournantes : on a f(Hz) ∝ N où N = ω
2π

est la vitesse de rotation

� Dans les véhiules, le moteur est soure de vibrations périodiques : la soure en mouve-

ment émet un signal sinusoïdal de fréquene f0 et d'amplitideA0 onstante (rayonnement

aoustique).

� Mais aussi : f aléatoire (dans les �uides) ou instabilité.

� Par exemple, pour une mahine tournante dont le rotor est guidé par des liaisons �uides

(oussinets à huile ou à air), les amplitudes des fréquenes omprises dans 0.3N < f <
0.6N doivent être très faibles, sous peine d'instabilité destrutrie.

� Pour lutter ontre les vibrations, ou peut agir sur : la fréquene f (déaler vers BF ou

HF), l'amplitude A (amortir) ou la phase φ (opposer).

Pour l'étude des vibrations méaniques (des mahines et des strutures), les analyseurs de

spetre à FFT, qui alulent une TF disrète à partir d'éhantillons du signal temporel, sont

d'usage ourant [6℄. Le spetre d'amplitude est souvent étalonné en unités d'aélération g,
don le spetre de puissane est étalonné en unités de g2.

Le spetre d'une mahine tournante est parfois appelé sa signature.

Le suivi des harmoniques renseigne sur l'évolution du système (dérive onstatée, mainte-

nane préventive).

L'analyse du bruit aoustique (vibrations sonores) est importante pour le ontr�le de l'en-

vironnement.

Un spetre de fréquenes permet de reonnaître les vibrations dues aux :

� balourds

� engrenages

� e�ets életromagnétiques (100Hz pour alternateur délivrant du 50Hz)
� roulements à bille

� e�ets de sillage dans le �uide d'une turbomahine

� défauts d'alignement des liaisons d'un rotor

� instabilité d'un rotor sur ses liaisons (phénomène anormal à supprimer).

1.5.2.1 Paramètres importants

� Fréquene d'éhantillonnage Fe (respet du théorème de Shannon) :

Fe =
1

Te

≥ 2Fmax

Sinon : problème de repliement de spetre (à ause de la périodisation spetrale tous

les Fe, due à l'éhantilonnage temporel tous les Te).

� Résolution fréquentielle ∆f liée à la durée d'observation Tobs (inversement proportion-

nelle) :

∆f ∝ 1

Tobs

où : Tobs = Ne × Te
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� Bande de fréquene BP ;

� Dynamique d'amplitude.

� Importane du alul d'inertitude (f. �xer des seuils de tolérane)

1.5.2.2 Fond de Spetre

L'enveloppe du fond de spetre résulte de la somme de 3 omposantes : �utuations aléatoires

de l'amplitude de la grandeur mesurée, bruit de la haîne d'aquisition (quanti�ation et.) et

bruit d'analyse (résolution et.) Si les 2 derniers bruits sont négligeables, le fond de spetre

peut renseigner sur la grandeur physique intéressante [3℄.

Figure 1.8 � Evolution d'un fond de spetre

1.5.2.3 Cepstre

Le epstre, anagramme du mot spetre, est la transformée de Fourier inverse du logarithme

de la transformée de Fourier direte du signal :

C[s(t)] = C(τ) = TF−1[log10 TF [s(t)]]

La variable τ , analogue à un temps, s'appelle la quéfrene, anagramme du mot fréquene.

L'intérêt du epstre d'un signal vibratoire est qu'il permet de dissoier en une somme de 2

fontions l'in�uene de la réponse implusionnelle de la struture et elle des fores d'exitation :

s(t) = h(t) ∗ e(t) −→ C[s(t)] = C[h(t)] + C[e(t)]
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Figure 1.9 � Cepstre

1.5.3 Analyse modale : Calul de valeurs propres

Soient n points d'une struture suseptible de vibrer, et une (ou plusieurs) diretion(s)

suivant laquelle le mouvement est observé. En supposant la linéarité, on a :

M
d2X

dt2
+ C

dX

dt
+K.X(t) = F (t)

ave : M , C et K les matries des masses, resp. amortissements, resp. raideurs, d'ordre (n, n) ;
X et F les matries des déplaements, resp. des fores appliquées, d'ordre (n, 1). La transformée

de Laplae de la relation onduit à :

W (p)X(p) = F (p) ave : W (p) = Mp2 + Cp+K

W (p) est la matrie des fontions de transfert d'ordre (n, n). On en déduit :X(p) = W−1(p)F (p).
La matrie V = W−1

ontient les aratéristiques (fréquenes et modes propres) qui permettent

de dérire, par les n points et diretions hoisis, le omportement vibratoire de la struture. On

parle de modèle de la struture. Il su�t de onnaître les valeurs propres et veteurs propres de

V .

NB : les fréquenes propres peuvent être omplexes, et les modes propres dé�nis par le

mouvement des n points peuvent omporter des points nodaux (amplitude nulle pour ertaines

fréquenes).

En pratique (p = j2πν), on détermine expérimentalement la matrie V (j2πν) en imposant

des exitations (fores) de types di�érents :

� aléatoires (bruit dans une bande �xée)

� transitoires (hos)

� harmoniques (sinusoïdes).

Le terme Vlm(j2πν) de la l-ième ligne et m-ième olonne de la matrie V est déterminé par

transformée de Fourier du l-ième terme de la matrieX et dum-ième terme de la matrie F . On
a : Vlm =

SX
l
Fm

SX
l
X

l

, le numérateur représentant un interspetre de puissane, et le dénominateur

un autospetre, tous deux alulés par une TF des signaux temporels xl(t) et fm(t) moyennés

(pour réduire le bruit).

Cette méthode est rendue possible par les puissants algorithmes de disrétisation (interpo-

lation, urve �tting) désormais disponibles sur ordinateur (f. alul d'éléments �nis).
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1.6 Exemples

1.6.1 Good Vibs

On distinguer les vibrations utiles : appareils où il s'agit d'optimiser le rendement et le type

de vibrations utiles sans fatigue exagérée des organes :

� bourreuses-nivelleuses pour entretien voies SNCF

� vibreurs méaniques et ultrasoniques

� transporteurs à vibrations

� polisseuses

� lithotripteur médial (pour fragmenter les aluls rénaux)

... des vibrations nuisibles :

� mahines tournantes (impréision, bruit, usure, fatigue, �ssure, rupture, dissipation d'éner-

gie nuisible au rendement),

� véhiules (tangage, instabilité des ailes avion, inonfort, inséurité),

� strutures métalliques (pont, atastrophes).

1.6.2 Résonateur de Helmholtz

On peut aluler la fréquene propre des osillations d'une olonne de gaz ontenue dans un

tube dont les extrémités débouhent respetivement dans un milieu indé�ni à pression onstante

p0 et dans un réipient indéformable (Fig. 1.10).

Figure 1.10 � Résonateur de Helmholtz

Un tel système est un osillateur élémentaire, sous les hypothèses suivantes : la variation de

pression est bien plus faible que la pression moyenne |p0−p| << p0, le volume du tube est bien

plus faible que elui du réipient : L× A << V . On montre que :

f0 =
a

2π

√

A

LV

où a =
√
γRT0 est un oe�ient fontion de la température, ave γ = 1.4 pour l'air.

1.6.3 Amortisseur de Frahm

Il permet d'atténuer les vibrations méaniques, sur une gamme de fréquenes déterminée.

Il omporte un système osillant auxiliaire, dissipatif ou non, adjoint au système prinipal,

augmentant ainsi le nombre de degrés de liberté et don de résonanes. L'atténuation des

vibrations du système prinipal est obtenue par transfert de elles-i sur le système auxiliaire

aux fréquenes désirées. f Fig. 1.11
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Figure 1.11 � Amortisseur de Frahm

Pour 2 degrés de liberté, les équations de Newton s'érivent ave f(t) = F0 cos(ωt) :

m1
d2x1

dt2
+ k1x1 + k3(x1 − x2) + c

(

dx1

dt
− dx2

dt

)

= f(t) (1.5)

m2
d2x2

dt2
+ k3(x2 − x1) + c

(

dx2

dt
− dx1

dt

)

= 0 (1.6)

On montre que l'amplitude X1 du mouvement de la masse prinipale est donnée par :

(

X1

F0

)2

=
(k3 − ω2m2)

2 + ω2c2

((k1 − ω2m1)(k3 − ω2m2)− ω2m2k3)2 + ω2c2(k1 − ω2m1 − ω2m2)2

... e qui montre que ça devient très vite ompliqué, d'où le besoin d'étude expérimentale des

vibrations, à défaut d'une approhe analytique.

1.6.4 Equilibrage

Pour ompenser les balourds (qui sont dus à une masse exentrée ∆m d'exentriité ε).
Balourd : b = ε∆m générant une fore inertielle entrifuge ⇒ F = bΩ2

(où Ω(rd/s) =
π
30
N(tr/min)) : le fondamental f0 est égal à la vitesse de rotation ; de nombreux harmoniques

sont possibles (suivi de la DSF par déteteur alé sur le rotor).

1.6.5 Bruit de roulement

Choix de 4 �ltres : importane de la résolution fréquentielle

� fréquenes entrales des bandes d'analyse variant par otave

� fréquenes entrales des bandes d'analyse variant par tiers d'otave

� largeur de bande ±0.04f , ave f fréquene entrale (�ltre à ∆f/f onstant)

� �ltre de largeur de bande onstante 2Hz

(f. Fig. 1.12)

1.6.6 Dalle de béton

L'installation d'un mirosope életronique dans un hall d'essais où fontionnent plusieurs

mahines (pompes, ventilateurs, ponts roulants, ompresseurs ...) néessite que la dalle de béton

destinée à reevoir e mirosope soit isolée des vibrations.
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Figure 1.12 � Analyse d'un bruit de roulement.

Pour mesurer les vibations, trois apteurs de vitesse, dont on onnaît la fontion de transfert,

sont disposés suivant 0x, 0y et 0z. Ils fournissent une tension proportionnelle à la fréquene.

La Fig. 1.13b montre l'analyse spetrale, réalisée dans la bande BP = [0 − 100Hz], du signal

délivré par le apteur suivant 0x.
On voit 4 fréquenes :

� raie à 80Hz : signal d'étalonnage

� raie à 32.5Hz (déplaement 0.052µm) : ventilateur de puissane

� raie à 6Hz (0.262µm) : rotation d'une pompe

� raie à 3Hz (0.376µm) : mouvement du pont roulant

L'analyse spetrale des vibrations permet de :

� mesurer les mirodéplaements de la dalle à di�érentes fréquenes

� loaliser les soures de vibrations en onnaissant es fréquenes.
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Figure 1.13 � a) Dalle ; b) Analyse spetrale .
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Chapitre 2

TD ANAVIB

2.1 Osillateur exité par un signal arré : DSF

Le fore extérieure f(t) représentée sur la Fig. 2.1 agit sur un osillateur élémentaire en

régime permanent aratérisé par son fateur d'amortissement ζ = 0.05 et par sa pulsation

propre ω0.

Figure 2.1 � Fore d'exitation extérieure, retangulaire périodique.

1. En utilisant le DSF, donner le spetre de f(t), fontion périodique de période T = 2π/ω,
d'amplitude F , paire et de valeur moyenne nulle.

2. Cherher ensuite le spetre du déplaement x(t) dans les 2 as suivants : (a) ω0 = 0.8ω
(b) ω0 = 5.3ω

3. On remplira le tableau Tab. 2.1 jusqu'à l'harmonique d'ordre 13 et on traera les spetres

d'amplitude.

NB : on note dans le tableau δ = F
k
où k est la raideur du ressort de l'osillateur (f.

Eq. 1.1).

4. Commentaire : omment se omporte l'osillateur dans le as (a) ?

5. Dans le as (b), quel est l'harmonique majeur ?

Remarque : il est impossible d'obtenir en pratique une fore identique à elle de et exemple.

On peut ependant s'en approher au moyen de mahines dites hydropulses, utilisées pour des

essais de fatigue.

19
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Table 2.1 � Harmoniques

n 1 3 5 7 9 11 13

Fn/F 1.2732

(a) Xn/δ 2.2096

(b) Xn/δ 1.32

2.2 Résolution fréquentielle pour signal bruité HF : TFD

2.2.1 Rappels sur la TFD

1. TFD= version disrète, numérique (don éhantillonnée) de la TF ontinue : on travaille

sur des éhantillons du signal délivré par le apteur de vibrations

2. Théorème de Shannon : Fe > 2Fmax : don éhantillonner assez �nement, 'est à dire

prendre une période d'éhantillonnage Te petite.

3. Résolution fréquentielle : ∆f = 1/Tobs : don observer assez longtemps, 'est à dire

prendre un nombre d'éhantillons Ne su�sant, puisque Tobs = NeTe

2.2.2 Analyse spetrale ave Matlab

On donne 3 fontions Matlab : sinus.m, spetre.m, arre.m et un programme prinipal

de départ (à ompléter) : anavib0.m.

1. Utiliser l'aide en ligne (help) pour déouvrir es fontions

2. Tester un sinus, Tobs grand, et respet Shannon

3. Tester un sinus, Tobs grand, et non-respet Shannon

4. Tester un sinus Tobs petit, et respet Shannon

5. Tester deux sinus (15Hz 2V + 100Hz 0,1V) : étude de la résolution fréquentielle

2.2.3 Etude d'un signal omplexe de vibrations

On fournit un signal de vibrations inonnu (�hier signal.mat). Charger les données en

mémoire dans le veteur x : load signal.mat et véri�er le nombre d'éhantillons : size(x). En

faire l'analyse spetrale approfondie : donner toutes les fréquenes présentes et leur amplitude

respetive. Quelle est la vibration la plus gênante ?

2.2.4 Annexes : listings Matlab

funtion [x,t℄ = sinus(Fe,T,f,A)

%*******************************

%syntaxe: [x,t℄ = sinus(Fe,T,f,A)

%4 param entree: Fe freq ehantillonnage, Tobs, freq signal, Amplitude

%2 veteurs sortie: x=valeurs des ehantillons, t=veteur tps,

%*******

Te = 1/Fe;

w = 2*pi*f;

t = 0:Te:T;

x = A*sin(w*t);

%FIN DE LA FONCTION
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funtion [Sxx,freq℄ = spetre(Fe,x,N,dB)

%***************************************

%***Calul de la FFT***

z = fft(x,N);

%***Normalisation***

Nx=min(N,length(x));

z=z/Nx;

%***Calul du spetre***

Sxx = abs(z).^2;

if dB=='o',

Sxx = 10*log10(Sxx);

end

%***Calul des fréquenes***

Df = Fe/N;

freq = Df*(0:(N-1));

%FIN FONCTION

%DEBUT PGM PRINCIPAL:

%TD ANAVIB1 % Luthon GIM2A Rev.2010%

Te=.005;

Fe=1/Te

N=1024;

A=2;

Tobs=(N-1)*Te;

f0=3; %f1=50; f2=...

A0=2; %A1=4; A2=...

[x0,t℄=SINUS(Fe,Tobs,f0,A0);

%AJOUTER AUTRE SINUS ICI:

%[x1,t℄=SINUS(Fe,Tobs,f1,A1);

%[x2,t℄=SINUS(Fe,Tobs,f2,A2);

%[x3,t℄=SINUS(Fe,Tobs,f3,A3);

x=x0;%+x1+x2+x3;

%FIN AJOUTER

subplot(2,1,1)

plot(t,x)

%AJOUTER LEGENDE FIG ICI:

%grid, title('text'),xlabel('txt'), ylabel('texte')

%FIN AJOUTER

%MODIFIER CHOIX dB/LIN ICI:

dB='n'

%dB=input('...','s');

%if isempty(dB), dB='o', end

%FIN MODIFIER

[Sxx,freq℄ = SPECTRE(Fe,x,N,dB);

subplot(2,1,2)

plot(freq,Sxx)

%AJOUTER LEGENDE FIG ICI:

%grid, title(''),xlabel('f (Hz) [0-Fe℄'), ylabel('txt')

%FIN AJOUTER



22 F.LUTHON,2020

2.3 Annexe 1 : Courbes Canoniques du 2eme Ordre

Voir ourbes de Bode : gain et phase en fontion de la fréquene, Fig. 2.2.
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Figure 2.2 � Courbes de Bode d'un système du 2e ordre anonique : a) Gain ; b) Phase. (où

wn dénote la pulsation propre du système et z le oe�ient d'amortissement).
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2.4 Sujet 2015 (30mn) - Résonateur de Helmholtz

Un petit loal aveugle (sans fenêtre) servant de réserve de stokage est ventilé par un onduit

de longueur L = 10m et de setion A = 0.01m2
. Le volume du loal vaut V = 10m3

. Le tube

de ventilation onstitue un résonateur de Helmholtz.

1. Caluler la fréquene propre f0 de et osillateur de Helmholtz dans l'air à température

ambiante T0 = 20°C.

On donne : R = 287m2/s2/°K et γ = 1.4.

NB : Attention aux unités !

2. Cette fréquene est-elle a priori audible par l'homme ? Justi�er.

3. Comme le personnel entrant dans le loal pour y stoker du matériel se plaint néanmoins

d'y entendre un bruit, on déide de mettre en plae un apteur à la sortie de la bouhe

d'aération, pour aquérir le signal vibratoire orrespondant et surveiller les harmoniques

de f0 jusqu'au rang n = 10. Quelle est don la fréquene maximale Fmax à surveiller ?

Comment hoisir la fréquene d'éhantillonnage Fe ? Donner sa valeur.

4. Si l'on veut une bonne résolution fréquentielle pour faire l'analyse spetrale par trans-

formée de Fourier (typiquement une résolution ∆f ≤ f0/10), ombien de temps doit-on

observer le signal ? Proposer une valeur minimale de la durée d'observation TOBS.

5. En déduire le nombre d'éhantillons Ne que l'on doit aquérir a minima pour analyser

le signal.

2.5 Sujet 2016 (30mn)

Dans un hall abritant 2 mahines tournantes (à 1200 tr/min et 1100 tr/mn respetivement)

et un gros ventilateur (dont les pales font 6 rotations/se), on veut installer un nouvel appareil,

hélas fragile aux vibrations. Pour mesurer les vibrations qu'il subit, on installe sur l'appareil un

apteur de position qui délivre un signal proportionnel à l'amplitude des vibrations. Ce signal

s(t) est enregistré au ours du temps et onverti en numérique pour être ensuite traité par

ordinateur (analyse spetrale sous Matlab par FFT).

1. Quelles fréquenes seront présentes dans le spetre du signal fourni par le apteur ?

Exprimer leur valeur numérique en Hz (ou se

−1
).

NB : On supposera que les seules soures de vibrations sont les 2 mahines tournantes

et le ventilateur, et que es mahines ne génèrent pas d'harmonique, mais uniquement

leur fréquene fondamentale image du mouvement de rotation.

2. Comment hoisir la fréquene d'éhantillonnage minimale Femin pour éhantillonnner

orretement le signal image des vibrations ?

On prend une marge en hoisissant pour Fe une valeur supérieure de 50% à elle déter-

minée à la question préédente : Fe = 1.5Femin.

En déduire la période d'éhantillonnage Te utilisée pour faire l'aquisition numérique

du signal du apteur.

3. Pour pouvoir distinguer toutes les raies spetrales sur le spetre du signal, quelle réso-

lution fréquentielle ∆f faut-il avoir a minima ?

Connaissant la relation entre résolution fréquentielle et durée d'observation Tobs, en dé-

duire le nombre minimum N d'éhantillons du signal néessaire à une analyse spetrale

onvenable.

4. Ave Fe = 60Hz et N = 19, on a obtenu le signal et le spetre de la Fig.2.3. Commen-

taires ?
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5. Si l'on avait observé le signal de vibrations pendant 0.6sec, qu'aurait-on obtenu ? Dessiner
l'allure du spetre. Conlure.
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Figure 2.3 � Exanavib.m : Fe = 60Hz ; N = 19

2.6 Sujet 2017 (30mn) - Etude fréquentielle

On onsidère un système méanique à 1 degré de liberté modélisé par sa transmissibilité

omplexe :

T (jω) =
X(jω)

F (jω)
=

1

k + jωc−mω2
(2.1)

où :

� X et F sont les T.L. du déplaement x(t) et de la fore d'exitation vibratoire f(t)
� k, m et c sont des paramètres du système (équivalents à raideur, masse, amortisseur).

A.N. : m = 1 ; c = 251 et k = 3, 95.107 (k s'exprimant en N/m).

1. En mettant T sous forme d'une fontion de transfert anonique d'un système du 2e

ordre, exprimer la fréquene de résonane f0(Hz) et le ÷�ient d'amortissement ζ du

système en fontion des 3 paramètres du modèle.

A.N. : aluler f0 et ζ .

2. Exprimer le module de la transmissibilité normalisée

∣

∣

∣

X
F/k

∣

∣

∣
et traer sommairement son

allure en fontion de la fréquene (on s'aidera des abaques des systèmes du 2e ordre

fournies en Fig. 2.2 du polyopié de ours, en tenant ompte de la valeur numérique de

l'amortissement ζ alulée i-dessus).

3. Ce système subit une fore d'exitation extérieure aratérisée par le spetre de la

Fig. 2.4.

Mesurer préisément les di�érentes fréquenes d'exitation et leur énergie respetive. Les

positionner en superposition sur le traé du module de la transmissibilité.
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4. Sahant que le système risque d'être détruit par es fores vibratoires si elles engendrent

un fateur d'ampli�ation dynamique

∣

∣

∣

X
F/k

∣

∣

∣
supérieur à +10 dB, indiquer la bande de

fréquenes hautement ritique (don la/les raies à absolument éliminer).

5. Pour surveiller le système, on déide de apter les vibrations ave un aéléromètre. Or

on sait que le mode de �xation d'un apteur (vissé, ollé, aimanté, tenu en main) a une

inidene onsidérable sur sa bande passante (BP). Pour hoisir le mode de �xation de

l'aéléromètre, on se réfèrera don aux informations de la Fig. 1.2.

Supposant qu'il n'y a auun risque pour les fréquenes telles que

∣

∣

∣

X
F/k

∣

∣

∣
≤ −20dB, indiquer

la fréquene maximale à surveiller. En déduire le hoix à minima de la BP du apteur

et don le/les modes de �xation non adaptés (parmi les 4 possibles).
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Figure 2.4 � Signal et spetre de la fore d'exitation vibratoire.

2.7 Sujet 2018 (30mn) - Analyse fréquentielle

La Fig. 2.5a présente le spetre vibratoire d'un palier de moteur entraînant une pompe,

obtenu par réponse impulsionnelle à un marteau de ho.

Quand la pompe entre en avitation, le palier subit une fore d'exitation s(t) qu'on suppose
avoir la forme d'un signal temporel en dents de sie (du type de elui de la Fig. 2.5b). Le

développement en série de Fourier de s(t) vaut :

s(t) =
2A

π

[

sin(ω0t)−
1

2
sin(2ω0t) +

1

3
sin(3ω0t)... +

(−1)n+1

n
sin(nω0t) + ...

]

où l'amplitude rête vaut A = 1, et la pulsation ω0 = 2πf0, ave f0 = 18Hz.

1. Caratérisation de l'exitation :

Remplir un tableau donnant les fréquenes des sinusoïdes présentes dans s(t), les ampli-

tudes orrespondantes (en valeur absolue, sans s'ouper du signe qui ne traduit qu'un

déphasage) ainsi que leur valeur en dB (jusqu'à l'ordre n = 5).
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a b

Figure 2.5 � a) Réponse d'un palier exité à l'arrêt par un marteau de hos [3℄ ; b) Dents de

sie.

2. Traer alors sommairement la représentation du spetre de raies de s(t) (amplitudes en

dB en fontion des fréquenes en Hz).

3. Caratérisation du palier (Fig. 2.5a) :

Mesurer la fréquene propre fr du palier et l'amplitude de sa résonane (en donner la

valeur en dB).

4. Donner la bande passante à -20dB du palier : BP = [fmin; fmax].

5. Superposer sur la réponse du palier le spetre de raies de l'exitation s(t) (en éhelle

relative).

6. Surveillane vibratoire :

Si l'on suppose que les vibrations sont sans risque pour le système à ondition que leur

fréquene se situe hors de la bande passante BP, indiquer la/les harmoniques de s(t) à
surveiller partiulièrement pour la maintenane préventive du système.

7. Indiquer la fréquene d'éhantillonnage minimale à utiliser si l'on veut faire l'aquisition

numérique du signal de vibration fourni par un apteur tel un aéléromètre plaé sur

le palier.

8. Question bonus : Si vous voulez un bonus, démontrez (en utilisant l'intégration par

parties) la formule du DSF de s(t) donnée i-dessus, sahant que e signal (impair) est

dé�ni par l'équation : s(t) = 2A
T0

t pour t ∈ [−T0/2;T0/2] (ou bien marquez simplement

B en rouge sur la page de garde de votre opie).

N.B. On pensera à rendre la �gure de l'énoné omplétée ave le spetre de l'ex-

itation.

2.8 Sujet 2019 (30mn) - Analyse fréquentielle

Soit un système en rotation à la vitesse N = 600tr/mn qui subit un balourd.
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1. Le système est aratérisé par sa masse M = 400kg, sa raideur K = 4.106N/m et il

omporte un amortisseur C = 1600N/m/s.

Sa transmissibilité se modélise par :

H(jω) =
1

1 + j2ζ ω
ω0

− ω2

ω2

0

Caluler sa pulsation propre ω0 (en rad/s), son fateur d'amortissement ζ et sa fréquene
de résonane fr (en Hz).

La Fig. 2.6 représente ses ourbes de Bode. Que vaut la surtension QdB à la résonane ?

La Fig. 2.7b) représente l'allure de sa réponse impulsionnelle. Quelle est approximative-

ment sa onstante de temps τ ?

2. Le balourd, dé�ni par b = m × d, orrespond à une petite masse m = 10g située à une

distane de d = 30cm de l'axe de rotation. Sahant que le balourd génère une fore d'ex-

itation entrifuge F (t) = bΩ2 cos(Ωt) où Ω est la vitesse de rotation en rad/s, aluler

l'amplitude de ette fore, sa pulsation Ω et sa fréquene d'exitation orrespondante fe
(en Hz).

3. Un déteteur alé sur le rotor montre que la fore d'exitation omporte non seulement le

fondamental de fréquene fe, mais aussi ses harmoniques jusqu'à l'ordre 5 (soit 5fe). On
veut faire l'analyse spetrale numérique de e signal apté dans la bande [0; 5fe]. Quelle
valeur de fréquene d'éhantillonnage Fe faut-il prendre a minima pour l'aquisition du

signal ?

4. Si l'on veut une résolution fréquentielle de l'ordre de : ∆f = fe/10, quelle est la durée

minimale d'observation Tobs du signal ? Quel est le nombre d'éhantillons temporels mi-

nimum Ne à aquérir ? On présente en haut de la Fig. 2.7a le signal fondamental de la

fore exitatrie, aquis sur 2 seondes. Est-e su�sant pour la résolution fréquentielle ?

5. La Fig. 2.7a en bas montre le signal d'exitation subi par le système.

Expliquer (à l'aide de la ourbe de gain de Bode) pourquoi l'amplitude est environ le

double de elle de la fore F (t) représentée sur le haut de la Fig. 2.7a).

Expliquer (à l'aide de la ourbe de réponse impulsionnelle) pourquoi il y a des maxima

d'amplitude au démarrage.

Pour réduire les vibrations, on pourrait déaler la fréquene de résonane du système en le

lestant. Quelle masse faudrait-il ajouter au système pour que l'amplitude de l'exitation

soit atténuée de -10dB ? Est-e réaliste ?

Quelle autre solution peut-on envisager ?

Rappels

Osillateur : ω0 =
√

K
M

; ζ = C
2
√
K.M

; ωr = ω0

√

1− 2ζ2

Ehantillonnage (Shannon) : Fe =
1
Te

≥ 2Fmax où Fmax est la fréquene maximale du signal

Résolution fréquentielle : ∆f ≈ 1
Tobs

où : Tobs = Ne × Te est la durée d'observation.

2.9 Sujet 2020 (30mn) - Analyse fréquentielle

Pour suivre la déformation d'une struture sensible à toute vibration située dans la bande de

fréquenes [0; 5kHz] et dont l'amplitude serait supérieure à -60dBV, on olle une jauge exten-

sométrique semi-ondutrie dont le fateur de jauge vaut K=100, dont la résistane nominale

vaut R0 = 1kΩ et dont la longueur nominale vaut l = 1cm.
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Figure 2.6 � Transmissibilité du système (pulsations en absisse).

La variation de résistane est détetée en mesurant la tension di�érentielle vm aux bornes

d'un pont de Wheatstone alimenté ave une tension ontinue Ea = 10V . La mesure donne pour

vm une tension variable dans le temps, de forme triangulaire, d'amplitude rête A = 100mV
(soit -20dBV) et de fréquene fondamentale f0 = 150Hz. Le signal temporel orrespondant s(t)
est représenté sur la Fig.2.8. Le DSF de e signal triangulaire est donné par l'équation 2.2.

Cette tension analogique est numérisée et analysée par ordinateur : aquisition (éhantillon-

nage) et traitement du signal (�ltrage et analyse spetrale).

1. Caluler la variation maximale de la résistane de la jauge (en ohms) : ∆R.

En déduire l'amplitude maximale de la déformation subie par la struture (valeur rête

∆l exprimée en µm).

2. Préiser toutes les fréquenes présentes dans le spetre analogique théorique du signal

vibratoire et leur amplitude en dBV?

Dessiner sommairement l'allure du spetre orrespondant.

Parmi toutes es fréquenes, quelles sont elles à surveiller, ar ritiques pour le système ?

3. Comment hoisir la fréquene d'éhantillonnage Fe ?

Proposer une valeur numérique pour Fe (en Hz) ?

4. Quelle doit être la résolution fréquentielle ∆f (en Hz) pour bien distinguer toutes les

fréquenes engendrées par le signal vibratoire et ne pas perdre d'information ?

En déduire la durée minimale Tobs d'observation du signal, et don le nombre N de points

de mesure (éhantillons temporels à enregistrer).

5. Pour analyser le signal, on dispose aussi d'un outil de �ltrage analogique proposant di�é-

rents bans de �ltres séletifs, haun ayant une séletivité di�érente. On a le hoix entre

5 types de �ltres : analyse moyenne par déade, analyse par otave, largeur de bande
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a) b)

Figure 2.7 � a) Exitation de balourd (en haut : la fréquene fondamentale ; en bas : le signal

subi par le système) ; b) Réponse impulsionnelle du système (axe des temps en seondes)

onstante 500Hz, largeur de bande onstante 50Hz, bande étroite variable ±5%fcentrale
(fateur de qualité onstant fcentrale/∆f = 10). Le(s)quel(s) hoisir ? Le(s)quel(s) pros-
rire ?

6. Question Bonus : En utilisant la méthode d'intégration par parties, démontrer que le

DSF du signal triangulaire de la Fig.2.8 est donné par l'équation 2.2 (où ω0 = 2πf0 =
2π/T est la pulsation de base).

s(t) =
8A

π2

∞
∑

n=0

(−1)n

(2n + 1)2
sin [(2n+ 1)ω0t] (2.2)

NB : Toute réponse fournie sans justi�ation (phrase expliative, démonstration

ou alul) ne donnera auun point.

Rappel des équations et shémas (Fig.2.8) :

Sensibilité d'une jauge :

∆R

R0
= K

∆l

l
Tension d'un pont de Wheatstone : vm = ∆R

Ea

4R0

2.10 Sujet ALT 2020 (30mn) - Résonateur double

On onsidère un système méanique en métal à double résonane. Pour le tester, on lui fait

subir des essais de fatigue ave une mahine dite hydropulse. On utilise des aéléromètres pour

mesurer les vibrations engendrées lors des essais, et l'on fait l'aquisition sur ordinateur des

signaux fournis par es apteurs, via une arte d'aquisition dont on peut régler la fréquene

d'éhantillonnage Fe et le nombre d'éhantillons aquis Ne.



F.LUTHON,2020 31

 

T/2 
-A 

-T/2 

A 

0  t 

s(t) 

a) b) )

Figure 2.8 � a) Jauge extensométrique ; b) Pont de Wheatstone ; ) Signal vibratoire triangu-

laire.

1. On sait que le système est aratérisé par 2 zones de forte résonane de fréquenes

très prohes : f1 = 80Hz et f2 = 100Hz et d'amplitudes : A1 = A2 ≈ 30dB à es

2 fréquenes propres. On peut l'approximmer omme la superposition de 2 osillateurs

linéaires élementaires de fateur d'amortissement ζ1 = ζ2 = 0.02.

En s'inspirant des abaques des 2e ordre (ourbes de Bode), dessiner sommairement l'al-

lure de sa ourbe de transmissibilité, qu'on suppose être le produit de 2 transmissibilités

élementaires (don addition des ourbes de Bode).

2. Les fores vibratoires que subit e système par la mahine hydropulse peuvent s'approxi-

mer omme un signal arré d'amplitude A0 = 3 (≈ 10dB) et de fréquene fondamentale

f0 = 33Hz. Rappeler sommairement l'allure du spetre rihe en fréquenes de e signal

arré (on s'arrêtera à l'harmonique 9, ar on onsidère qu'au delà de ette fréquene

qu'on appelera fmax, l'énergie de la fore d'exitation devient négligeable (amplitude

quasi-nulle)).

3. Choix des paramètres d'aquisition : déduire des données i-dessus la valeur de Fe

minimale à hoisir pour l'aquisition a�n de faire une bonne analyse spetrale du signal

aquis.

4. Déterminer également la durée minimale d'observation Tobs à hoisir pour avoir une

résolution fréquentielle permettant de bien voir toutes les raies utiles sur le spetre.

5. Déduire de 3 et 4 le nombre minimal Ne d'éhantilllons à aquérir sur les signaux des

apteurs.

6. Quelle est la/les fréquene(s) vibratoire(s) à surveiller partiulièrement lors de et essai

de fatigue ? Expliquer pourquoi.

7. Choix du apteur aéléromètre : on dispose sur atalogue de 4 types d'aélé-

romètre (vissé, ollé, aimanté ou sonde-pointe de touhe tenue à la main). Ils ont des

aratéristiques di�érentes en terme de bande passante, de simpliité d'utilisation et de

prix relatif (Tab. 2.2). Lequel hoisir ? Justi�er la réponse.

Table 2.2 � Caratéristiques des aéléromètres

Type Bande passante (Hz) Fixation Coût

vissé [0-600℄ di�ile prix moyen

ollé [0-300℄ assez faile bon marhé

aimanté [0-150℄ faile prix moyen

pointe de touhe [0-80℄ faile her

NB : Toute réponse non justi�ée à une question ne donnera auun point. Il faudra

systématiquement régider l'expliation, et ne pas se ontenter d'érire un résultat.
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