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Chapitre 1TRAITEMENT DE SIGNALANALOGIQUE1.1 Introdution1.1.1 Dé�nitionsUn signal est le support physique (véhiule) de l'information (onde lumineuse, son, signal éle-trique). Mathématiquement, on le représente par une fontion (du temps t, de l'espae) dont on étudieles variations (dans le domaine temporel ou fréquentiel ν). On s'intéresse ii au as de signaux mono-dimensionnels f(t) (une seule variable). Si la variable est ontinue, on parle de signal analogique.Si la variable est éhantillonnée (t = nTe), on parle de signal disret. Si l'amplitude est égalementdisrète (pas de quanti�ation q), on parle de signal numérique [2, 1℄.Physiquement, on aura toujours a�aire à de �bonnes� fontions : bornée, à support borné, onti-nue dérivable ou satisfaisant les onditions de Dirihlet (disontinuités de 1ère espèe uniquement),intégrable, d'énergie �nie ou de puissane moyenne �nie, voire distributions tempérées (f(t) ∝ tn).1.1.2 Systèmes analogiquesUn système de ommuniation onsiste en la formation (émission), la transmission et la déte-tion (réeption) d'un signal. Ces trois étapes sont sujettes à des bruits. On aratérise un système parle rapport signal sur bruit (SNR en anglais) et la bande passante BP (f. aratéristiques en au-tomatique : préision, vitesse et stablitié). On onsidèrera ii un sytème de traitement et transmissiond'information (�ltre) qui est linéaire, ontinu, stationnaire :
a1x1(t) + a2x2(t) → a1y1(t) + a2y2(t) (1.1)
x(t) = lim

n→∞
xn(t) → y(t) = lim

n→∞
yn(t) (1.2)

x(t− τ) → y(t− τ) (1.3)On le aratérise au hoix par :� sa réponse impulsionnelle h(t)� sa fontion de transfert de Laplae : H(p) = TL[h(t)]� sa fontion de transfert de Fourier : H(ν) = TF [h(t)]� sa réponse harmonique H(jω) ave p = jω = j2πν

e(t) → s(t) = h(t) ∗ e(t) (1.4)
δ(t) → s(t) = h(t) ∗ δ(t) = h(t) (1.5)
ejωt → s(t) = H(jω).ejωt (1.6)
E(p) → S(p) = H(p).E(p) (1.7)
E(ν) → S(ν) = H(ν).E(ν) (1.8)En traitement du signal, on préfère la TF à la TL ar :5



6 F.LUTHON,2011� la fréquene ν a une interprétation physique ontrairement à la variable symbolique p� la TL ne s'applique qu'aux fontions ausales (étude des régimes transitoires) alors que la TFs'applique aussi aux signaux permanents.
Figure 1.1 � Boîte noire1.2 Signaux analogiques1.2.1 Typologie des signaux� signal d'énergie �nie ou signal de puissane moyenne �nie� signal périodique ou signal à support borné� signal large bande ou signal à bande étroite� signal réel ou signal omplexe (signal analytique).NB : x(t) ∈ R ⇒ X(−ν) = X∗(ν)� signal ertain (déterministe) ou signal aléatoire (probabiliste, ave probabilité p(x))� signal ergodique : moyenne temporelle f [x(t)] = moyenne d'ensemble E[f(x)] (espérane ma-thématique)
f [x(t)] = lim

T→∞
1

T

T/2∫

−T/2

f [x(t)]dt (1.9)
E[f(x)] =

+∞∫

−∞

f(x)p(x)dx (1.10)1.2.2 Energie et PuissaneLe prinipe de onservation de l'énergie se traduit par des relations temps-fréquene :� pour les signaux d'énergie �nie, on peut intégrer par rapport à t ou ν sur tout R :
∫

R
x(t).y∗(t)dt =

∫

R
X(ν).Y ∗(ν)dν (1.11)

P ∝ |x(t)|2 (1.12)
E =

∫

R
Pdt =

∫

R
|x(t)|2dt =

∫

R
|X(ν)|2dν (1.13)

DSE = |X(ν)|2 (1.14)� pour les signaux de puissane moyenne �nie, on alule une moyenne temporelle sur unintervalle �ni T puis passage à la limite :
Pmoy = lim

T→∞
1

T

∫

[T ]
|x(t)|2dt = |x(t)|2 (1.15)1.2.3 CorrélationLa orrélation mesure la ressemblane entre signaux : si ∀τ , γxy(τ) = 0 alors les signaux x(t) et

y(t) sont non orrélés.



F.LUTHON,2011 71.2.3.1 AutoorrélationSi énergie �nie :
cx(τ) =

+∞∫

−∞

x(t)x∗(t− τ)dt (1.16)
cx(−τ) = c∗x(τ) (1.17)
|cx(τ)| ≤ cx(0) =

∫

R
|x(t)|2dt =

∫

R
|X(ν)|2dν = E (1.18)

TF [cx(τ)] = Cx(ν) = |X(ν)|2 (1.19)L'Eq. (1.18) onstitue le théorème de Parseval.Si puissane moyenne �nie, on utilise des moyennes temporelles :
γx(τ) = x(t)x∗(t− τ) (1.20)

γx(−τ) = γ∗x(τ) (1.21)
|γx(τ)| ≤ γx(0) = |x(t)|2 = Pmoy =

∫

R
Γx(ν)dν (1.22)

TF [γx(τ)] = Γx(ν) = lim
T→∞

|XT (ν)|2
T

(1.23)où XT (ν) dénote la TF du signal tronqué : xT (t) = x(t). ⊓T (t).
Γx(ν) est la DSP moyenne (ne se alule jamais diretement mais par la TFD).1.2.3.2 Corrélateur analogiquePrinipe du orrélateur analogique pour signaux de Pmoy �nie : f. TD 945AExemple : as de x(t) = A cos 2πf0t) (démonstrateur Matlab T945.m)1.2.3.3 InterorrélationSi énergie �nie :

cxy(τ) =

+∞∫

−∞

x(t)y∗(t− τ)dt (1.24)
cxy(−τ) = c∗xy(τ) (1.25)

TF [cxy(τ)] = X(ν)Y ∗(ν) (1.26)Si puissane moyenne �nie :
γxy(τ) = lim

T→∞
1

T

∫

[T ]
x(t)y∗(t− τ)dt = x(t)y∗(t− τ) (1.27)

γxy(−τ) = γ∗xy(τ) (1.28)
TF [γxy(τ)] = Γxy(ν) = lim

T→∞
XT (ν)Y

∗
T (ν)

T
(1.29)La orrespondane temps-fréquene donnée par l'Eq. (1.29) onstitue le théorème de Wiener-Khinthine.

Γxy(ν) est la DSP roisée.1.2.4 Dualité temps-fréqueneSoit un signal réel x(t) d'énergie �nie E.



8 F.LUTHON,20111.2.4.1 Durée utile - Support bornéLa puissane instantanée vaut : x2(t). On dé�nit la durée utile Tu = t1 − t0 de deux façonséquivalentes :
t1∫

t0

x2(t)dt = (1− ǫ)E (où typ. ǫ = 10%) (1.30)
∀t | t < t0 ou t > t1 , x2(t) <

maxt∈R x2(t)

2
(atténuation de puissane de -6dB)(1.31)Pour un signal de Pmoy �nie, Tu =∞.Le as d'un signal à support borné orrespond à ǫ = 0 dans l'Eq. (1.30).1.2.4.2 Spetre utile - Spetre bornéOn dé�nit Fu = Fmax − Fmin (ave Fmin = −Fmax) tel que :

∞∫

Fmax

|X(ν)|2dν <
ǫ

2
E ⇐⇒

Fmax∫

Fmin

|X(ν)|2dν ≥ (1− ǫ)E (1.32)Pour un signal de Pmoy �nie, on dé�nit Fu ave la DSP Γx(ν).Cas d'un signal à spetre borné : si X(ν) est négligeable pour ν /∈ [Fmin, Fmax], 'est-à-dire :
∃M,

Fmax∫

Fmin

|X(ν)|dν = M (1.33)alors toutes les dérivées du signal sont bornées (théorème de Bernstein) : |x(n)(t)| ≤ (2πFmax)
nM .

Figure 1.2 � a) Durée utile ; b) Spetre utile.1.2.4.3 Prinipe d'inertitudeOn a la relation : FuTu ≥ 1
π1.2.5 Signal à bande étroite1.2.5.1 Dé�nition� Signal x(t) réel tel que : |X(ν)| = 0 au voisinage de |ν| = 0.� On dé�nit le spetre utile ∆ν au voisinage de F0 (intérêt si ∆ν ≪ F0)� Spetre : X(ν) = 1

2 [X+(ν) +X−(ν)] = 1
2 [X+(ν) +X∗

+(−ν)]
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Figure 1.3 � Spetre d'un signal à bande étroite.1.2.5.2 Signal analytiqueOn montre qu'on peut érire : x(t) = ℜ[x+(t)] = 1
2 [x+(t) + x∗+(t)]

x+(t) = x0(t)e
j2πF0t : signal analytique (HF)

X+(ν) = X0(ν) ∗ δ(ν − F0) = X0(ν − F0)
x0(t) = m(t)ejφ(t) est l'enveloppe BF omplexe de x(t)
ej2πF0t est la porteuse
x(t) = m(t) cos[2πF0t+ φ(t)] : signal modulé en amplitude par m(t) ∈ R+ et en phase par φ(t)1.3 Filtres Analogiques1.3.1 Convolution1.3.1.1 Calul de la sortie d'un �ltreLa sortie s(t) d'un �ltre est la onvolution de l'entrée e(t) par la réponse impulsionnelle h(t) :
s(t) = h(t) ∗ e(t).Un produit de onvolution est une intégrale �ompliquée� : x(t) ∗ y(t) = +∞∫

−∞
x(u)y(t− u)du.Interprétation graphique : retournement et déalage d'une des fontions, produit ave l'autre fon-tion et sommation des aires sous la ourbe produit.La transformée H(ν) de la réponse impulsionnelle s'appelle la fontion de transfert du �ltre.Intérêt prinipal : un produit de onvolution se transforme en produit simple : S(ν) = H(ν).E(ν)1.3.1.2 Chaînage de FiltresLa onvolution est ommutative don l'ordre des �ltres est indi�érent, mais attention aux impé-danes (solution : étages séparateurs ou même impédane aratéristique).

s(t) = [h1(t) ∗ h2(t) ∗ · · · ∗ hn(t)] ∗ e(t) = h(t) ∗ e(t) (1.34)
S(ν) = [H1(ν).H2(ν) · · ·Hn(ν)]E(ν) = H(ν) · E(ν) (1.35)Exemple : pour obtenir la réponse impulsionnelle h(t) d'un �ltre, on peut mettre en entrée unéhelon (dit de Heaviside) e(t) = H(t) puis dériver la sortie :

s(t) = h(t) ∗H(t) ⇒ s′(t) = [h(t) ∗H(t)]
︸ ︷︷ ︸

s(t)

∗δ′(t) = h(t) ∗H ′(t) = h(t) ∗ δ(t) = h(t)1.3.2 Réponse Impulsionnelle et Fontion de TransfertUn �ltre est aratérisé soit par sa réponse impulsionnelle h(t) soit par ses fontions de transfert (enmodule et en argument) : H(p) (pour les signaux ausaux uniquement) ou H(ν) = |H(ν)| exp[jΦ(ν)].Il produit une distorsion linéaire du signal :� si |H(ν)| 6=te, on a une distorsion d'amplitude



10 F.LUTHON,2011� si Φ(ν) 6= kν ave k =te, on a distorsion de phase (÷il sensible à la distorsion de phase ontrai-rement à l'oreille).� �ltre à phase minimum : ni p�le, ni zéro ave ℜ(p) > 0� �ltre sans distorsion linéaire si : e(t) −→ s(t) = Ae(t− τ) = e(t) ∗ [Aδ(t − τ)].Don : h(t) = Aδ(t − τ)↔ H(ν) = Ae−j2πτν1.3.2.1 Filtre réalisableIl doit respeter le prinipe de ausalité (Fig. 1.4a).CNS : h(t) = 0 pour t < 0 ⇒ H(p) ∃.1.3.2.2 Filtre stableToute entrée bornée doit donner une sortie bornée : |e(t)| < M ⇒ |s(t)| < M ′.CNS : ∫R |h(t)|dt ∃ ⇒ |H(ν)| borné et |H(p)| borné ave p�les tels que ℜ(p) < 0 (Fig. 1.4b).

Figure 1.4 � a) ausalité ; b) stabilité.1.3.2.3 Filtres idéaux� Ampli : réalisable et stable
s(t) = A.e(t) = e(t) ∗ [Aδ(t)]⇒ h(t) = Aδ(t) =⇒ H(ν) = A� Retard pur : réalisable et stable

s(t) = e(t− τ) = e(t) ∗ δ(t− τ)⇒ h(t) = δ(t− τ) =⇒ H(ν) = e−j2πτν� Passe-bas : pas stable, pas réalisable
H(ν) = ⊓2Fc(ν) =⇒ h(t) = 2Fcsin(2πFct)Approximation possible ave 0 < ε≪ 1 et n≫ 1 :

H(ν) =
1

1 + ε
(

j ν
Fc

)n� Dérivateur : réalisable mais pas stable
s(t) = e′(t) = e(t) ∗ δ′(t)⇒ h(t) = δ′(t) =⇒ H(ν) = j2πν� Intégrateur : réalisable mais pas stable

s(t) =

t∫

−∞

e(u)du = e(t) ∗H(t)⇒ h(t) = H(t) =⇒ H(ν) =
1

j2πν
+

1

2
δ(ν)



F.LUTHON,2011 11

Figure 1.5 � Filtre passe-bas.1.3.3 Relations Fondamentales des FiltresLe �ltre (onçu, don forément d'énergie �nie !) est aratérisé par sa fontion d'autoorrélationet sa DSE :
ch(τ) =

∫

R
h(t)h∗(t− τ)dt (1.36)

TF [ch(τ)] = |H(ν)|2 (1.37)Alors la sortie est aratérisée par les relations suivantes :Si le signal d'entrée est d'énergie �nie :
cs(τ) = ch(τ) ∗ ce(τ) (1.38)
|S(ν)|2 = |H(ν)|2.|E(ν)|2 (1.39)

Es = cs(0) =

∫

R
|H(ν)|2.|E(ν)|2dν =

∫

R
|S(ν)|2dν (1.40)Si le signal d'entrée est de puissane moyenne �nie :

γs(τ) = ch(τ) ∗ γe(τ) (1.41)
TF [γs(τ)] = Γs(ν) = |H(ν)|2.Γe(ν) (1.42)

Psmoy =

∫

R
|H(ν)|2.Γe(ν)dν (1.43)1.3.4 Filtre à bande étroite1.3.4.1 Dé�nitionFiltre dont la réponse impulsionnelle est un signal à bande étroite.� h(t) = ℜ[h+(t)] = ℜ[h0(t)ej2πF0t]� H(ν) = 1

2 [H+(ν) +H−(ν)] =
1
2 [H0(ν − F0) +H∗

0 (−ν − F0)]� Le �ltre passe-bande idéal n'est pas réalisable : H(ν) = ⊓∆ν(ν − F0) + ⊓∆ν(ν + F0)� relation entrée-sortie : s(t) = h(t) ∗ e(t) ave e(t) à BE� S(ν) = 1
4 [E+(ν) + E−(ν)][H+(ν) +H−(ν)] =

1
2 [S+(ν) + S−(ν)]� S+(ν) =

1
2E0(ν − F0)H0(ν − F0) =

1
2E0(ν)H0(ν) ∗ δ(ν − F0)⇒ S0(ν) =

1
2E0(ν)H0(ν)� spetre de la sortie : S(ν) = 1

2 [S0(ν − F0) + S∗
0(−ν − F0)]� le signal de sortie est à BE : s(t) = ℜ[s0(t)ej2πF0t]1.3.4.2 Prinipe du Changement de fréqueneOn multiplie un signal à BE x(t) = ℜ[x0(t)ej2πF0t] ave un osillateur loal y(t) = cos(2πFLt).On a en sortie du multiplieur : z(t) = αx(t)y(t)⇒ Z(ν) = Z1(ν) + Z2(ν)Ave : Z1(ν) =

α
4 [X0(ν − (F0 + FL)) +X∗

0 (−ν − (F0 + FL))]↔ z1(t) =
α
2ℜ[x0(t)ej2π(F0+FL)]Et : Z2(ν) =

α
4 [X0(ν − (F0 − FL)) +X∗

0 (−ν − (F0 − FL))]↔ z2(t) =
α
2ℜ[x0(t)ej2π(F0−FL)]Puis on �ltre passe-bande entré sur F0 + FL. On obtient alors en sortie du �ltre : w(t) = z1(t).
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Figure 1.6 � Changement de fréquene.1.3.4.3 Ampli séletif aordableUtilisation d'un �ltre passe-bande entré en FI (fréquene intermédiaire) et de BP ∆ν. On faitvarier FL alors que FI =te. Seuls passent les signaux xi(t) tels que : Fi−FL = FI ⇒ Fi = FI + FL .Utilisé dans les réepteurs radio hétérodynes.1.3.4.4 Multiplexage en fréqueneLe signal de parole est un signal à bande étroite.Appliation aux signaux téléphoniques : BP : [fmin = 300Hz; fmax = 3400Hz] On multiplie haque

Figure 1.7 � Spetre du signal de parole.signal par un osillateur loal de fréquene di�érente FL.On ajoute un �ltre passe-bande entré en ±(

FL + fmax+fmin

2

) et de largeur : ∆ν = fmax − fmin.Pour mélanger plusieurs signaux, on utilise plusieurs fréquenes loales FK bien hoisies.Pour que les spetres soient disjoints : FK + fmax < FL + fmin ⇒ FL−FK > fmax − fmin = ∆ν =
3.1kHzEn fait, on prend une marge de séurité : standard des PTT : FL − FK = 4kHz. Sur un âbletéléphonique, il passe 2700 voies. Le signal multiplexé est l'ensemble des signaux. Le spetre s'étalejusqu'à 12MHz.Restitution : on remultiplie par le même osillateur loal adho et on �ltre passe-bas pour éliminerla fréquene double 2FL.1.4 Appliations1.4.1 FiltrageIntérêt : Débruitage, Extration de signaux1.4.1.1 Passe-bas (Intégrateur)Exemple du �ltre RC 1er ordre (voir Fig. 1.8a)



F.LUTHON,2011 131.4.1.2 Passe-haut (Dérivateur)Exemple du �ltre CR 1er ordre (voir Fig. 1.8b)

Figure 1.8 � Réponse impulsionnelle : a) Passe-bas ; b) Passe-haut.1.4.1.3 Passe-bandevoir Signaux à bande étroite.1.4.2 ModulationLes signaux qui transportent l'information ont un spetre limité : fmin < ν < fmax. Pour envoyerplusieurs signaux dans la même diretion (même âble ou radio), on rend les spetres disjoints enfaisant des signaux à BE onentrés autour de di�érentes porteuses F0 ≫ fmax.Intérêt : Porter de l'info.1.4.2.1 Modulation d'amplitudeUn signal modulé en amplitude s'exprime par :
s(t) = [1 +Km(t)] p(t) (1.44)où :� K est le taux de modulation variable de 0 à 100% (typ. K = 50%)� m(t) est le signal BF modulant ontenant l'information (où ν < fmax).� p(t) est la porteuse HF : p(t) = Ap cos 2πfpt (où fp ≫ fmax).Prenons ii le as d'éole : m(t) = cos 2πfmtAlors : s(t) = ℜ[Ap(1 +K cos(2πfmt))ej2πfpt]On obtient trois raies fréquentielles : fp, fp − fm et fp + fm.

Figure 1.9 � Spetre en modulation d'amplitude.



14 F.LUTHON,20111.4.2.1.1 Démodulation : On utilise un déteteur d'enveloppe (iruit Diode + RC). Un bonfontionnement orrespond à une valeur de onstante de temps τ = RC telle que :
1

fp
≪ τ ≪ 1

fmaxDémonstration f TD1.4.2.2 Modulation de fréquene1.4.2.2.1 Fréquene instantanée : Soit s(t) = A cosφ(t).On appelle fréquene instantanée : F (t) = 1
2π

dφ(t)
dt .Un signal est modulé en fréquene si : F (t) = F0 + ∆F.m(t) où m(t) est le signal modulant et ∆Fl'exursion en fréquene.Dans le as d'éole où : m(t) = cosωt = cos 2πft, alors :

φ(t) = 2πF0t+
∆F

f
sin 2πft.

m = ∆F
f est l'indie de modulation.1.4.2.2.2 Spetre : Le spetre n'est pas borné, mais fait intervenir les fontions de Bessel Jn(m).(NB : lim

n→∞
|Jn(m)| = 0)

∆ν = 2(fmax +∆F )On prend en général : mmin = ∆F
fmax

> 2 (typ. mmin = 5).Signal musial monophonique : 30Hz < f < 15kHz ⇒ ∆F = 75kHz. Don ∆ν = 180kHz (prendplus de plae qu'en AM.)1.4.2.2.3 Réalisation : osillateur ommandé en tension (VCO) fait ave une diode varator (f.osillateur LC aordé à : ω = 1/
√

C(t)L)1.4.2.2.4 Démodulation : déteteur quadratique, déteteur de Foster-Seeley.1.4.3 Analyse spetrale1.4.3.1 ButExtraire de l'info sur les fréquenes (et les énergies orrespondantes) présentes dans un signal.1.4.3.2 PrinipeFiltrer le signal à travers un �ltre passe-bande très séletif et aordable (i.e. dont on fait varier lafréquene entrale).Cas d'un �ltre passe-bande idéal entré en F0 et de bande étroite ∆ν : H+(ν) = ⊓∆ν(ν − F0).Des relations des �ltres Eq. (1.39) et (1.42), on déduit que :
Es = 2

∫ ∞

0
|H(ν)|2.|E(ν)|2dν = 2

F0+∆ν/2∫

F0−∆ν/2

|E(ν)|2dν (1.45)Si E(ν) ≈ cte = E(F0) sur ∆ν, alors :
Es ≈ 2∆ν|E(F0)|2 (1.46)

Pmoy ≈ 2∆νΓe(F0) (1.47)



F.LUTHON,2011 151.4.3.3 Mise en ÷uvreAord F0 = FI − FL par hangement de fréquene : osillateur loal FL variable, et �ltre séletiffontionnant à fréquene intermédiaire �xe FI =te (0 < FL < FI).On peut ainsi analyser dans la gamme de fréquenes : 0 < ν < FI .1.4.3.4 Résolution fréquentielle1.4.3.4.1 Pouvoir de résolution : La préision augmente quand ∆ν diminue.
F0 −∆F < ν < F0 +∆F

∆F = ∆ν
21.4.3.4.2 Tronature temporelle : La mesure à la fréquene ν = F0 se fait sur une durée d'ob-servation T :

xT (t) = x(t). ⊓T (t)Si TF0 ≫ 1 et si l'on néglige les lobes seondaires du sinus ardinal, alors on obtient :
∆F =

1

T
+

∆ν

2
(1.48)En général, on hoisit 1/T ≈ ∆ν/2.

Figure 1.10 � Tronature temporelle.1.4.3.4.3 Exemple des audio-fréquenes (ν < 20kHz) : on veut une préison de ∆F =
100Hz ⇒ Tmin = 20ms.Nb de points de mesure : N = 20kHz

100Hz = 200Temps de mesure : Tobs = 200Tmin = 4secSi on réduit le temps de mesure à Tmin/10 alors ∆F = 500Hz déplorable.1.5 Signaux aléatoires : aratérisation et �ltrageVariable et fontion aléatoires, Fontion de répartition, Densité de probabilité, Fontion araté-ristique, Moments, Proessus stationnaires, ergodiques, faiblement stationnaires.1.6 BruitBruit blan, Bruit thermique, Fateur de bruit.1.7 Filtrage optimal et détetion



TD T.S. ANALOGIQUE1.8 TD1 - Signal RadarUn signal radar s(t) est onstitué d'un train d'impulsions retangulaires qui module en amplitudeune porteuse K cos(2πfpt) de fréquene fp.L'impulsion retangulaire de base, entrée, de largeur T , vaut : x(t) = A ⊓T (t).Soit fr la fréquene de répétition des impulsions qui forment le train in�ni d'impulsions noté y(t).1. Caluler la fontion d'autoorrélation cx(τ) de x(t) et donner les transformées de Fourier respe-tives Cx(ν) et X(ν).2. Donner l'expression du train d'impulsions y(t) et de sa TF Y (ν).3. Dans le as d'une seule impulsion modulante x(t), donner l'expression d'un signal radar s0(t) etde sa TF S0(ν).4. Même question dans le as du train d'impulsions y(t) qui module la porteuse pour former lesignal omplet s(t). On notera S(ν) sa transformée .5. A la réeption, on ne dispose du signal radar que sur une durée d'observation limitée D. C'est-à-dire qu'on reçoit le signal z(t) = s(t).⊓D (t). Caluler d'abord et représenter la fontion spetrale
W (ν) orrespondant au signal modulant tronqué : w(t) = y(t). ⊓D (t). En déuire la TF Z(ν)orrespondant au signal radar tronqué z(t).1.9 TD2 - Corrélateur analogiqueSoit x(t) un signal réel de puissane moyenne �nie dont on veut estimer la fontion d'autoorrélation

γx(τ).1. Donner le shéma de prinipe d'un orrélateur analogique.NB : on appelera y(t) le signal en sortie du multiplieur et z(t) le signal après l'intégrateur.2. L'intégrateur est un �ltre RC passe-bas élémentaire. Caluler sa fontion de transfert H(ν) etsa réponse impulsionnelle h(t).3. On onsidère maintenant le as où : x(t) = A cos(2πf0t). Caluler alors γx(τ).4. Caluler la tension z(t) en sortie du orrélateur. La omparer à γx(τ).5. A quelle ondition (portant sur la fréquene de oupure fc du �ltre intégrateur) la �utuation de
z(t) par rapport à sa moyenne est-elle inférieure à ǫγx(0), où ǫ≪ 1 ?A.N. : f0 ≥ 10Hz et ǫ = 1%6. On veut déterminer le temps de mesure néessaire pour obtenir une bonne approximation de
γx(τ). Le signal x(t) est appliqué pour t > 0. La partie osillante de z(t) est supposée d'amplitudenégligeable (par suite du �ltrage). Exprimer la réponse z1(t) du �ltre à la partie apériodique y1(t)de y(t).7. Déterminer le temps T tel que pour t ≥ T : (1− ǫ)γx(τ) ≤ z1(t) < γx(τ)8. A.N. : f0 = 10Hz ; le retard maximal étant τM = 1/f0, aluler T pour que l'erreur relative soitinférieure à ǫ = 1% si fc = f0/50. 17



Chapitre 2TRAITEMENT DE SIGNALNUMERIQUE2.1 Introdution2.1.1 GénéralitésOn s'intéresse au as d'un signal numérique monodimensionnel et ausal (suite numérique d'éhan-tillons x(nTe) pour n ≥ 0). La variable temporelle est éhantillonnée t = nTe (période d'éhantillonnage
Te) et l'amplitude est quanti�ée (ave un pas de quanti�ation q). Sans perte de généralité, on prendsouvent Te = 1 dans l'étude théorique pour normaliser les éhelles. Evidemment, dans la pratique, lavaleur de Te est une aratéristique essentielle d'un système puisqu'elle dé�nit sa adene de fontion-nement. Entre deux instants d'éhantillonnage, le signal n'est pas nul : il est non dé�ni. On noteraindi�éremment un signal numérique : x(t) = x(nTe) = x(n) = xn.On présente ii les opérations de base sur les signaux numériques, les outils d'analyse et de synthèsedes signaux et �ltres numériques (TFDT, TFD, TZ et orrélation), les problèmes liés à l'arithmétiqueutilisée (quanti�ation et yles limites), en�n les systèmes de traitement et leurs appliations (�ltrageet analyse spetrale) [2, 1, 3℄.2.1.2 Outils mathématiques2.1.2.1 Transformée de Fourier disrète dans le temps TFDT et spetreLa transformée de Fourier déompose le signal sur la base des exponentielles omplexes :

X(ν) =
+∞∑

n=−∞
x(n) exp(−j2πnν) (2.1)Cette série onverge pour tout signal d'énergie �nie :

+∞∑

n=−∞
|x(n)|2 ∃ (2.2)

X(ν) est périodique de période unité (ou période Fe = 1
Te

si non normalisé). Son DSF donne latransformée inverse :
x(n) =

+1/2∫

−1/2

X(ν) exp(+j2πνn)dν (2.3)Si l'on prend en ompte Te, alors l'intégration se fait sur la période prinipale : [−Fe/2, Fe/2]. Onappelle spetres d'amplitude, de phase et d'énergie resp. |X(ν)|, arg[X(ν)] et |X(ν)|2.19



20 F.LUTHON,20112.1.2.2 TFD et Transformée en ZN.B. : Sur le erle unité z = exp(j2πν), la TZ s'identi�e à la TFDT normalisée .Calul de la TZ inverse : x(n)↔ X(z)� développement en frations partielles et utilisation des tables� développement en série de puissane de z−1� développement par division� théorème des résidusN.B. : Propriété omplémentaire de la TZ : x(−n)↔ X(1/z)2.1.3 Systèmes numériques2.1.3.1 Equation aux di�érenesOn s'intéresse aux systèmes linéaires (prinipe de superposition).Cas partiulier de système linéaire régi par une équation aux di�érenes (f. équation di�érentielle) :
N∑

i=0

ai(n)s(n− i) =

M∑

j=0

bj(n)e(n− j) (2.4)2.1.3.2 Produit de onvolution disretLe signal de sortie se alule par onvolution disrète :
s(n) =

+∞∑

k=−∞
e(k)h(n − k) (2.5)

S(ν) = E(ν)H(ν) (2.6)
s(n) = e(n) ∗ h(n) ↔ S(z) = E(z)H(z) (2.7)2.1.3.3 Fontion de Transfert

H(z) = TZ[h(n)] =
∞∑

n=0

h(n)z−n (2.8)Converge dans un anneau du plan omplexe z (f. ritère de Cauhy).2.2 Signaux numériques2.2.1 Les 4 opérations de base1. somme de signaux numériques2. produit de signaux3. multipliation d'un signal par une onstante4. déalage d'un signal (retard ou avane) : y(n) = x(n− n0)A partir de es lois, on exprime un signal numérique omme une somme pondérée d'impulsions déalées :
f∗(t) =

∞∑

n=0

f(t)δ(t− nTe) =

∞∑

n=0

f(nTe)δ(t− nTe) (2.9)



F.LUTHON,2011 212.2.2 Signaux élémentaires et typologie� impulsion unité d(n) = 1 si n = 0 (0 sinon) (f. symbole de Kroneker)� éhelon unité H(n) =
∞∑

n=0
d(n)� porte ou fenêtre retangulaire ⊓N(n)� sinusoïde� exponentielle x(n) = an� exponentielle omplexe x(n) = exp[(α+ j2πν)n]� signal périodique : x(n+N) = x(n)� signal à durée limitée ou illimitée2.2.3 CorrélationMesure la similitude entre signaux :

φxy(k) =

∞∑

n=−∞
x(n)y(n+ k) =

+∞∑

n=−∞
x(n − k)y(n) = φyx(−k) (2.10)

TF [φxy(k)] = Φxy(ν) = X∗(ν)Y (ν) (2.11)
φxx(0) =

∞∑

n=−∞
x2(n) =

+1/2∫

−1/2

Φx(ν)dν (2.12)
φxy(k) ↔ Φxy(z) =

∑

n

x(n)zn
∑

m

ymz−m = X(1/z)Y (z) (2.13)2.2.4 EhantillonnageL'éhantillonnée idéale à la fréquene Fe = 1/Te est donnée par :
v(t) = x(t)

+∞∑

k=−∞
δ(t− kTe) =

+∞∑

k=−∞
x(kTe)δ(t − kTe) (2.14)

Figure 2.1 � Ehantillonnage idéal.2.2.4.1 Théorème de ShannonLe théorème de Shannon stipule qu'il faut respeter la ondition : Fe > 2Fmax . On peut alorsreonstituer le signal x(t) par un �ltrage passe-bas idéal de fréquene de oupure fc = Fe/2 (interpo-lation). Dans le as ontraire, on a repliement de spetre (f. �TFD).2.2.4.2 Ehantillonnage naturel
w(t) = x(t)

+∞∑

k=−∞
⊓τ (t− kTe) = x(t).

[

⊓τ (t) ∗
+∞∑

−∞
δ(t− kTe)

] (2.15)



22 F.LUTHON,20112.2.4.3 Ehantillonneur bloqueur
w(t) =

+∞∑

k=−∞
x(kTe) ⊓τ (t− kTe) =

+∞∑

k=−∞
x(kTe) ⊓τ (t) ∗ δ(t− kTe) = ⊓τ (t) ∗ v(t) (2.16)

Figure 2.2 � a) Ehantillonnage naturel ; b) Ehantillonneur-bloqueur.2.2.5 Quanti�ationL'in�uene de la quanti�ation est modélisée par une soure de bruit additif. On traite l'erreurde quanti�ation par arrondi omme une variable aléatoire de densité de probabilité uniforme 1/q surl'intervalle des erreurs possibles [−q/2,+q/2] :
x(n) = Q[x(n)] + b(n) (2.17)
µb = 0 (2.18)
σ2
b =

q2

12
(2.19)On dé�nit le rapport signal sur bruit de quanti�ation :

ρ = 10 log10
P 2
x

σ2
bPour une quanti�ation sur m bits, on montre que ρ ≈ 6m dB. On voit don qu'ave un nombre debits su�sant, on peut négliger le bruit de quanti�ation.Par ontre, le phénomène des yles limites peut être très gênant : solution périodique en l'absenede signal d'entrée, due notamment aux onditions initiales du �ltre.2.3 Filtres numériques2.3.1 Causalité et stabilité

s(k) =
k∑

n=0

e(n)h(k − n) (2.20)
+∞∑

n=0

|h(n)| < ∞ (2.21)f. TD



F.LUTHON,2011 232.3.2 Système SLITUn système linéaire invariant dans le temps (SLIT) a pour fontion de transfert une frationrationnelle en z dont les p�les sont à l'intérieur du erle unité :
H(z) =

B(z)

A(z)
=

M∑

j=0
bjz

−j

N∑

i=0
aiz−i

(2.22)Il est don régi dans le domaine temporel par une équation de réurrene linéaire (f. théorème du

Figure 2.3 � Critère de stabilité.retard) :
N∑

i=0

ais(n− i) =

M∑

j=0

bje(n− j) (2.23)Un �ltre ausal et stable est dé�ni par sa réponse impulsionnelle h(n) ou sa fontion de transfert en z
H(z) ou par sa TFD H(k) :

s(n) =
N−1∑

k=0

e(k)h(n − k) pour n ≥ N − 1 (2.24)
S(z) = H(z).E(z) (2.25)
S(k) = H(k).E(k) (2.26)Les Eq. i-dessus permettent de dé�nir trois méthodes di�érentes de réalisation d'un �ltre numérique :struture réursive (Eq. 2.23), struture transversale (2.24) ou gabarit fréquentiel (2.26). Les iruitsomportent des sommateurs, des multiplieurs par une onstante et des retards.2.3.3 Synthèse d'un �ltre RIFUn �ltre à Réponse Impulsionnelle Finie a pour fontion de transfert un simple polyn�me : H(z) =

B(z). On utilise souvent la réalisation transversale (anonique direte) ou une struture en asaderésultant de la fatorisation de H(z) en polyn�mes de deuxième degré :
H(z) =

(N−1)/2
∏

m=1

(
1 + am1

z−1 + am2
z−2

) (2.27)Les méthodes de synthèse sont [4℄ :



24 F.LUTHON,2011� synthèse par série de Fourier : alul de h(n) à partir de H(ν) (f. Eq. 2.3)� méthode d'éhantillonnage en fréquene (emploi de la TFD, mais phénomène de Gibbs)� optimisation linéaire : algorithme de Remez (ontraintes de degré minimal et de phase linéaire,meilleure approximation au sens de Thebyhe�)Exigene de �ltrage :� gabarit sur l'a�aiblissement (ou le gain) : passe-bas, passe-bande, passe-haut, oupe-bande� déphasage linéaire : retard de groupe τ = dφ/dω = te.La fontion de transfert véri�e :
H(ejω) = G(ω)e−j[φ(0)+τω] (2.28)
H(z−1) = ±zN−1H(z) (2.29)Don les zéros apparaissent par paires omplexes onjuguées : z0, z∗0 , z−1

0 , z∗−1
0 .2.3.4 Synthèse d'un �ltre RII1. Transposition analogique (TL) ↔ numérique (TZ) : orrespondane z ↔ p� équivalene de la dérivation :

y(n) =
x(n)− x(n − 1)

Te
(2.30)

p =
1− z−1

Te
(2.31)L'axe imaginaire p = jω se transforme en le erle de entre z0 = 1/2 et de rayon R = 1/2.L'équivalene n'est satisfaisante qu'au voisinage de z = 1 (suppose une valeur de Fe élevée).� équivalene de l'intégration (règle trapézoïdale) dite transformation bilinéaire :

y(n) = y(n− 1) +
x(n) + x(n− 1)

2
Te (2.32)

1

p
=

Te

2

1 + z−1

1− z−1
(2.33)

fa =
1

πTe
tan(πfdTe) (2.34)L'image de l'axe imaginaire en p est le erle unité en z (ompatible ave l'éhantillonnage,mais loi non linéaire entre fréquene analogique fa et fréquene numérique fd).� éhantillonnage de la réponse impulsionnelle :

H(p) =

N∑

j=1

αj

p− pj
⇔ H(z) =

N∑

j=1

αj

1− exp(pjTe)z−12. Algorithmes omplexes d'optimisation par ordinateur : minimisation de l'erreur d'approximationentre �ltre désiré et �ltre réalisable.2.4 Filtrage2.4.1 LinéaireExemple du �ltre passe-bas moyenneur :
y(n) =

1

N

N−1∑

k=0

x(n − k)impossible de supprimer une impulsion tout en onservant �dèlement un éhelon.



F.LUTHON,2011 252.4.2 Non-linéaireExemple du �ltre médian à l'éhelle N :
y(n) = med[x(n−N), x(n −N + 1), · · · , x(n+N)]où med[...] représente le nombre qui se trouve au milieu après avoir ordonné les 2N + 1 valeurs parordre roissant.Intérêt prinipal du �ltrage non-linéaire : le �ltrage par la valeur médiane élimine omplètementune impulsion unité et laisse passer un éhelon sans modi�ation.En pratique, on ombine souvent �ltre médian et �ltre linéaire pour pro�ter des avantages des deuxtypes de �ltres.2.5 Analyse spetrale2.5.1 AutoorrélationLe spetre d'un signal s(n) est la TF de la fontion d'autoorrélation φs(n) du signal :

|S(ν)|2 = Φs(ν) =

+∞∑

n=−∞
φs(n)e

−j2πνn (2.35)La fontion d'autoorrélation de la sortie d'un système est le produit de onvolution des fontionsd'autoorrélation de l'entrée et de la réponse impulsionnelle :
φs(n) =

+∞∑

k=−∞
φe(n− k)φh(k) (2.36)

Φs(z) = H(z)H(
1

z
)Φe(z) (2.37)f. TS analogique : Φs(ν) = |H(ν)|2Φe(ν) (2.38)La tehnique dite du orrélogramme est don un moyen de aluler le spetre d'un signal.2.5.2 Méthode non-paramétriqueMéthode du périodogramme moyenné : la DSE est approximée par

Φ̂(k) =
1

N

∣
∣
∣
∣
∣

N−1∑

n=0

x(n)e−j2π nk
N

∣
∣
∣
∣
∣

2 (2.39)On alule don le module au arré de la TFD du signal (ave l'algorithme rapide de FFT).Attention :� tronature temporelle ↔ hoix de fenêtres de pondération (Hanning, Hamming, Blakman) ↔Limite de Résolution fréquentielle� Ehantillonnage temporel ⇔ Périodisation du spetre ↔ Risque de repliement de spetre2.5.3 Méthode paramétriqueOn modélise le signal omme la sortie d'un �ltre RII dont l'entrée est un bruit blan de variane
σ2. On parle alors de proessus ARMA (autoregressive - moving average) :

Φ̂(ν) =
|B(ν)|2
|A(ν)|2 σ

2Des algorithmes des moindres arrés permettent d'estimer les paramètres du modèles (oe�ients aiet bj). Le problème ruial est le hoix de l'ordre du proessus (degrés du numérateur B(z) et dudénominateur A(z)).Intérêt : Meilleure résolution fréquentielle.



TD T.S. NUMERIQUE2.6 TD3 - Synthèse d'un �ltre RIIPour élaborer un �ltre numérique, on peut exploiter la théorie et les tehniques de synthèse des�ltres analogiques. Une méthode ouramment utilisée pour passer de la fontion de transfert analogique
HA(p) à la fontion de transfert numérique HN(z) est la transformation bilinéaire :

p = K
z − 1

z + 1Cette transformation a notamment pour avantage de onserver les propriétés essentielles du �ltreanalogique, dont la stabilité.Par ailleurs, lorsqu'on utilise HN (z) pour �ltrer un signal numérique issu de l'éhantillonnage d'unsignal analogique ave une fréquene d'éhantillonnage Fe, la fontion de transfert équivalente vis-à-visdu signal analogique est : H(f) = HN (ejθ) où θ = 2πf/Fe.1. Montrer que pour la transformation dé�nie i-dessus, lorsque p = j2πν ave ν variant de −∞ à
+∞, la trajetoire de z est le erle unité z = ejθ dans le plan z. En déduire la relation entre lafréquene numérique f et la fréquene analogique ν. En donner une représentation graphique.2. On dé�nit le �ltre numérique par HN (z) = HA

(

K z−1
z+1

). En déduire l'allure de |H(f)| en fontionde elle de |HA(j2πν)|.Appliation : On veut synthétiser un �ltre numérique réjeteur à partir d'un �ltre analogiquedont la fontion de transfert de Laplae est :
HA(p) =

1

2

(2πν0)
2 + p2

(2πν0)2 + 2ζ(2πν0)p + p2
ave : 2πν0 = 1√

LC
et : ζ =

R

4

√

C

L3. Donner shématiquement la variation de |HA(j2πν)|.4. Déterminer la onstante K pour avoir H(f) = 0 pour f = ±Fe/4.5. Montrer que HN (z) orrespond à un �ltre réursif dont on donnera le diagramme de alul.6. Véri�er que e �ltre est réalisable.7. A quelle ondition le �ltre numérique est-il stable ?
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Chapitre 3TRANSFORMEE DE FOURIERDISCRETE3.1 Introdution [1℄Par abus de langage, on emploie souvent indi�éremment les deux termes spetre et transformée deFourier, sans se souier de la phase de la transformée de Fourier. Mais en toute rigueur, le spetre d'unsignal est le module au arré de sa transformée de Fourier.L'analyse spetrale d'un signal analogique déterministe par une tehnique numérique omportedeux étapes essentielles :� la onversion analogique-numérique du signal : 'est l'éhantillonnage,� le alul de la transformée de Fourier disrète : TFD.Ces deux étapes génèrent des distorsions qui peuvent perturber l'analyse. Pour interpréter orretementles spetres obtenus, il faut onnaître l'origine et les onséquenes de es distorsions, ainsi que lestehniques permettant de les minimiser. On étudiera d'abord les onséquenes de l'éhantillonnagetemporel d'un signal, puis on mettra en évidene les problèmes posés par le reours à la TFD.3.2 Conversion analogique-numérique3.2.1 Éhantillonnage et quanti�ationLa onversion d'un signal analogique en une séquene de valeurs numériques, ou signal numérique,se divise en deux phases :� la prise d'éhantillons du signal à intervalles de temps réguliers dont la durée est appelée périoded'éhantillonnage Te. Cet éhantillonnage temporel peut induire des distorsions gênantes siles onditions du théorème de Shannon ne sont pas véri�ées (� 3.2.2).� la quanti�ation des valeurs des éhantillons ainsi prélevés, ave un éart maximal entre lavaleur réelle et la valeur stokée qui dépend du nombre de bits dont dispose le onvertisseuranalogique-numérique. Si le signal a un spetre su�samment étendu, on assimile les onséquenesde ette quanti�ation à la superposition d'un bruit blan sur le signal d'origine. Si le nombrede bits du alulateur est su�sant et si l'amplitude du signal à analyser est assez forte, on peutonsidérer que le rapport signal sur bruit de quanti�ation est très grand, et négliger les e�etsde la quanti�ation.3.2.2 Ehantillonnage temporelConsidérons un signal analogique xa(t) de transformée de Fourier Xa(f). Notons xe(t) le signalrésultant de l'éhantillonnage de xa(t) à la fréquene Fe = 1/Te. Il est dé�ni par :
{

xe(t) = xa(t) = xn si t = nTe

xe(t) = 0 sinon (3.1)29



30 F.LUTHON,2011On peut érire :
xe(t) = xa(t).e(t) (3.2)où e(t) est le peigne de Dira de période Te :

e(t) =
+∞∑

n=−∞
δ(t − nTe) (3.3)Soit E(f) la transformée de Fourier de e(t) :

E(f) = Fe

+∞∑

k=−∞
δ(f − kFe) (3.4)La transformée de Fourier Xe(f) de xe(t) est donnée par le produit de onvolution :

Xe(f) = Xa(f) ∗E(f) = Xa(f) ∗ Fe

+∞∑

k=−∞
δ(f − kFe) (3.5)soit :

Xe(f) = Fe

+∞∑

k=−∞
Xa(f − kFe) (3.6)Le spetre du signal éhantillonné orrespond don, au fateur multipliatif Fe près, à la périodi-sation à période Fe du spetre Xa(f) du signal analogique. Nous allons voir que ette périodisationspetrale peut introduire une distorsion du spetre dans la bande de fréquenes onsidérée, à savoir

]− Fe/2;Fe/2[.Supposons d'abord que Xa(f) = 0 pour |f | > Fm où Fm est la fréquene maximale du signal. Selonle théorème de Shannon, si xa(t) est un signal d'énergie �nie, on peut retrouver sans distorsion lesignal xa(t) à partir du signal éhantillonné xe(t) si et seulement si :
Fe ≥ 2Fm. (3.7)Dans e as (Fig. 3.1), les spetresXa(f) etXe(f) oïnident parfaitement sur l'intervalle ]−Fe/2;Fe/2[,et la périodisation spetrale liée à l'éhantillonnage temporel n'a pas de onséquene sur l'analyse spe-trale du signal étudié.

Figure 3.1 � Respet du théorème de Shannon : auune distorsion dans la bande ]− Fe/2;Fe/2[.Par ontre, si Fe < 2Fm ou bien si le signal n'est pas à spetre borné, il y a reouvrement ourepliement de spetre (Fig. 3.2) Les deux spetres Xe(f) et Xa(f) ne oïnident plus sur l'intervalle℄ -Fe/2 ; Fe/2 [ : on a un rehaussement d'énergie en bouts de bande autour de ±Fe/2. La distorsion liéeà la périodisation spetrale est alors telle que l'analyse de Fourier du signal éhantillonné ne permetpas d'avoir une bonne desription du spetre du signal analogique. On ne pourra pas reonstituerorretement le signal analogique à partir de ses éhantillons.
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Figure 3.2 � Reouvrement de spetre : distorsions dans la bande ]− Fe/2;Fe/2[.3.3 Transformée de Fourier Disrète3.3.1 TFDT d'un signal ausalLe signal xe(t), éhantillonnée idéale de xa(t), peut s'érire d'après (3.2) :
xe(t) =

+∞∑

n=−∞
xnδ(t− nTe) (3.8)Don la transformée de Fourier Xe(f) du signal éhantillonné xe(t) s'exprime par :

Xe(f) =

+∞∑

n=−∞
xn exp(−j2πnfTe) (3.9)Le signal xe(t) étant dé�ni par une séquene disrète de valeurs xn dans le temps, Xe(f) est appeléeTransformée de Fourier Disrète dans le Temps (TFDT). Notons que dans ette expression,le temps est disrétisé tandis que la fréquene reste ontinue. Si le signal xe(t) est ausal, 'est-à-direque xn = 0 pour n < 0, alors l'expression de la TFDT se simpli�e :

Xe(f) =
+∞∑

n=0

xn exp(−j2πnfTe) (3.10)Nous supposerons dans la suite que nous traitons toujours un signal ausal.3.3.2 Tronature temporellePour une fréquene f donnée, le alul sur ordinateur de la TFDT i-dessus est possible si le signalest de durée �nie (xn est nul à partir d'un ertain indie n = N). Par ontre, si le signal est de duréea priori in�nie, la TFDT n'est pas alulable sur ordinateur (somme in�nie). Pour y remédier, il fautfaire l'hypothèse qu'à partir d'un ertain indie n = N , les éhantillons xn sont négligeables. Alors,l'expression de la TFDT Xe(f) devient :
Xe(f) =

N−1∑

n=0

xn exp(−j2πnfTe) (3.11)Cette démarhe onsistant à assimiler un signal de durée in�nie à un signal de durée �nie est appeléetronature temporelle. Elle peut avoir des onséquenes spetrales fâheuses si l'hypothèse sur la



32 F.LUTHON,2011faiblesse de l'amplitude des xn pour n ≥ N est fausse. Du point de vue mathématique, la tronaturerevient à multiplier le signal xe(t) par une porte ausale πT (t) de largeur T = N.Te, qu'on appelleaussi fenêtre retangulaire, dé�nie par :
{

πT (t) = 1 si t ∈ [0; (N − 1)Te]
πT (t) = 0 sinon (3.12)En d'autres termes, on assimile le signal xe(t) à un signal xT (t) dé�ni par :

xT (t) = xe(t).πT (t) (3.13)Cei revient à assimiler la TFDT Xe(f) à la TFDT XT (f), résultat de la onvolution :
XT (f) = Xe(f) ∗ ΠT (f) (3.14)où ΠT (f) est la transformée de Fourier de la porte de largeur T :

ΠT (f) = T
sin(πfT )

πfT
exp(−jπfT ) (3.15)N.B. L'exponentielle omplexe exp(−jπfT ), terme de déphasage dû au fait que la porte est ausaleentrée en T/2, ne modi�e en rien le module de la transformée de Fourier.Cette onvolution par un sinus ardinal induit des distorsions aratérisées par un élargissementspetral et l'apparition d'ondulations dans le voisinage des zones de transition du spetre 1 (zones defréquenes où est onentrée l'énergie) : 'est e que l'on appelle le phénomène de Gibbs (Fig. 3.3).

Figure 3.3 � Phénomène de Gibbs pour le spetre d'un sinus représenté sur l'intervalle [0;Fe/2].3.3.3 Ehantillonnage fréquentiel - TFDPour une fréquene f donnée, on peut aluler la TFDT et ontr�ler dans une ertaine mesureles distorsions liées au phénomène de Gibbs. Mais le alul sur ordinateur de l'ensemble du spetre,autrement dit de la TFDT pour f ∈ [0, Fe/2], n'est évidemment possible que pour un nombre �ni devaleurs de la fréquene. Il faut don éhantillonner en fréquene la TFDT sur et intervalle.Compte tenu du théorème de Shannon, la durée du signal temporel analysé étant égale 2 à T = N.Te,il su�t d'éhantillonner la TFDT à une "fréquene" égale à N.Te, e qui revient à prendre un éhantillon1. Classiquement, on ne représente le spetre que dans l'intervalle [ 0 ; Fe/2 ℄ ar on sait que pour les signaux réels,le spetre est symétrique par rapport à f = 0 : X(−f) = X∗(f) , où ∗ dénote le omplexe onjugué.2. N est le nombre d'éhantillons du signal sans zero-padding (f. ommentaire sur la �t en annexe).



F.LUTHON,2011 33spetral tous les Fe/N . Le spetre ainsi éhantillonné, représentation spetrale disrète d'un signaldisret dans le temps, est appelé Transformée de Fourier Disrète (TFD). La TFD est alorsdonnée par les valeurs Xk dé�nies par :
Xk =

N−1∑

n=0

xn exp(−j
2πnk

N
) (3.16)Notons que dans ette expression, le temps et la fréquene sont éhantillonnés. Cet éhantillonnagefréquentiel peut avoir une in�uene notable sur l'allure du spetre.Pour le alul de la formule (3.16) sur ordinateur, il existe un algorithme rapide appelé FFT (FastFourier Transform) : FFT 1-D pour les signaux et FFT 2-D pour les images.



Chapitre 4TRANSFORMEE EN Z4.1 Introdution sur l'éhantillonnageNotons f∗(t) la fontion éhantillonnée (suite d'impulsions espaées de Te) orrespondant à unefontion ontinue f(t). Il est intéressant de poser :
z = epTe (4.1)dans l'expression de sa TL φ∗(p) ar φ∗(p) est alors une fontion rationnelle de exp (pTe). On obtientainsi une Transformée en Z (en abrégé TZ).

Figure 4.1 � Ehantillonnage temporel4.1.1 Rappel sur les distributions4.1.1.1 Fontion d'éhantillonnage (peigne de Dira)
p(t) =

+∞∑

n=−∞
δ(t− nTe). (4.2)

δ(t) = lim
ε→0

{
1
ε pour 0 < t < ε
0 ailleurs (4.3)4.1.1.2 DistributionOn appelle distribution T , une fontionnelle sur D où D est l'EV des fontions ϕ(t) à valeursomplexes dé�nies sur R, indé�niment dérivables et à support borné.

T :
D
ϕ → C

<T,ϕ >Exemple : < TF , ϕ > =
∫ +∞
−∞ F (t) ϕ (t) dt

< δ, ϕ > = < Tδ, ϕ > =

∫ +∞

−∞
δ (t)ϕ (t) dt = ϕ (0)

f∗ (t) =

∞∑

n=0

f (t) δ (t− nTe) =

∞∑

n=0

f (nTe) δ (t− nTe)NB. Distribution : pas de sens au sens des fontions (intégrale de Riemann).35



36 F.LUTHON,20114.2 TL d'une fontion éhantillonnée� f(t) ontinue par moreaux pour t ≥ 0� f(t) = 0 pour t < 0� f(t) d'ordre exponentiel α0,'est-à-dire : ∀ε > 0, ∃N/∀n > N ∀α>α0 |f (nTe)| e−α nTe < ε

φ∗ (p) =

∞∫

0

∞∑

n=0

f (t) δ (t− nTe) e
−ptdt =

∞∑

n=0

f (nTe)

∞∫

0

δ (t− nTe) e
−ptdt

︸ ︷︷ ︸

e−nTep

⇒ φ∗ (p) =
∞∑

n=0
f (nTe) e

−nTep pour Re (p) > α 0 (absisse de onvergene).Le hangement de variable z = epTe transforme l'axe de onvergene Re(p) = α0 en le erle :
z = e(α0+jω)Te ⇔ |z| = eα0Te

F (z) = φ∗ (p) =

∞∑

n=0

f (nTe) z−n = Z [f(t)] = Z [f(nTe)] ; |z| > eα0TeSouvent, on prend : Te = 14.3 TZ des puissanes de t

TZ
[
tk
]
=

∞∑

n=0
nkT k

e z
−n onverge pour |z| > 1 (ritère de d'Alembert)

= Tez

∞∑

n=0

nk−1 T k−1
e nz−(n+1)

TZ
[

tk−1
]

=

∞∑

n=0

nk−1 T k−1
e z−n

d

dz
TZ

[

tk−1
]

= −
∑

nk−1 T k−1
e nz−(n+1) ⇒ TZ

[

tk
]

= −Tez
d

dz
Z
[

tk−1
]pour k = 0 : TZ [1] =

∞∑

n=0
z−n = z

z−1 pour |z| > 1Don : TZ [t] = Tez
(z−1)2La TZ étant obtenue ave la TL et un hangement de variable, 'est don une transformationlinéaire. TZ [ polyn�me en t ℄ = fontion rationnelle en z4.4 TZ de f(t)e−at

Z
[
e−at f (t)

]
=

∞∑

n=0

f (nTe) e−anTe z−n =
∞∑

n=0

f (nTe)
(
zeaTe

)−ndon si F (z) = Z [f (t)] alors Z
[
e−at f (t)

]
= F

(
eaTez

)4.4.1 ThéorèmeSi f(t) est une somme �nie de termes du type tk et tke−at , dont la TL est d'absisse de onvergene
α0, alors la TZ est une fration rationnelle en z, ayant tous ses p�les à l'intérieur du erle de rayon
eα0Te .



F.LUTHON,2011 374.5 Translation temporelle4.5.1 Retard
Z [f (t)] =

∞∑

n=0

f (nTe) z−n

Fontion retardée : g(t) = f(t− kTe).H(t− kTe) ave : H(t− kTe) = 0 pour t < kTe

Z [g(t)] =
∞∑

n=0

g (nTe) z−n =
∞∑

n=0

f [(n− k) Te] H [(n− k) Te]
︸ ︷︷ ︸

=0 si n<k

z−n

=
∞∑

n=k

f [(n− k)Te] z
−n = 0 + · · ·+ 0 + f (0) z−k + f (Te) z−(k+1) + · · ·

Z [f (t− kTe) H (t− kTe)] = z−k Z [f (t)]don : z−1 = opérateur retard4.5.2 Avane
Z [f(t+ kTe)] =

∞∑

n=0

f [(n+ k)Te] z
−n =zk

∞∑

n=0

f [(n+ k)Te] z
−(n+k) = zk

∞∑

m=k

f (mTe) z
−m

Z [f(t+ kTe)] = zk

[

F (z) −
k−1∑

m=0

f (mTe) z−m

]

4.6 Théorème de la valeur initiale
F (z) = Z [f (t)] = f (0) +

∞∑

n=1

f (nTe) z
−n ; |z| > eσTeLa série onverge uniformément pour |z| ≥ R′ > eσTe don la limite de la série quand |z| → ∞ estobtenue en prenant la limite de haque élément terme à terme :

lim
z→∞

F (z) = f (0)4.7 Théorème de la valeur �nale
f (∞) = lim

z→1
(z − 1)F (z) = lim

z→1

(
1− z−1

)
F (z)
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z F (z)− F (z) = [zf (0) + Z [f (t+ Te)]]− Z [f (t)]

⇒ Z [f (t+ Te)− f (t)] = (z − 1)F (z)− zf (0)

⇔
∞∑

n=o

[f [(n+ 1)Te]− f (nTe)] z
−n = (z − 1)F (z)− zf (0)

f (Te)− f (0)

f (2Te)− f (Te)

...

⇔ lim
n→∞

f (nTe) z
−n − f (0) = (z − 1)F (z)− zf (0)Si on fait tendre z vers 1, on a : lim

z→1
(z − 1)F (z) = f (∞)4.8 Formule d'inversionPosons : z = Rejθ dans l'équation F (z) =

∞∑

n=o
f (nTe) z

−n :
F
(

Rejθ
)

=

∞∑

n=o

f (nTe)
1

Rn
e−jnθ R > eσTeOn peut déomposer partie réelle et imaginaire :

f1 (θ) = Re
[
F
(
Rejθ

)] et f2 (θ) = Im
[
F
(
Rejθ

)]

f1 (θ) + j f2 (θ) =

∞∑

n=o

f (nTe)
1

Rn
cos nθ − j

∞∑

n=1

f (nTe)
1

Rn
sin nθUtilisons les formules des oe�ients des séries de Fourier :

f (0) =
1

2π

∫ 2π

0
f1 (θ) dθ

f (nTe) =
Rn

π

∫ 2π

0
f1 (θ) cos nθ dθ

f (nTe) = −Rn

π

∫ 2π

0
f2 (θ) sin nθ dθAdditionnons les deux dernières équations et divisons par 2 :

f (nTe) =
Rn

2π

∫ 2π

0
[f1 (θ) cos nθ − f2 (θ) sin nθ] dθ =

1

2π

∫ 2π

0
Re

[

F
(

Rejθ
)

Rnejnθ
]

dθar : F (
Rejθ

)
= f1 (θ) + j f2 (θ) et : Rnejnθ = Rn (cos nθ + j sin nθ)

F (z) est une fontion réelle de z don :� Re [F ] est fontion paire de θ� Im [F ] est fontion impaire de θDon :
Im

[

F
(

Rejθ
)

Rnejnθ
]

= Re
[

F
(

Rejθ
)]

Im
(

Rnejnθ
)

− Im
[

F
(

Rejθ
)]

Re
(

Rnejnθ
)est une fontion impaire de θ, e qui entraîne que : ∫ 2π

0 Im
[
F
(
Rejθ

)
Rnejnθ

]
dθ = 0On peut don réérire : f (nTe) = 1

2π

∫ 2π
0 F

(
Rejθ

)
Rnejnθ dθ
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Figure 4.2 � Contour d'intégration utilisé pour la TZ inverse.Considérons un ontour d'intégration C0 irulaire dans le sens diret de rayon R > eσTe (Fig. 4.2) :On fait don une intégration sur e ontour : Rejθ = z et dθ = 1

jzdzd'où : 


f (nTe) = 1
j2π

∮

Co

zn−1F (z) dz

f (nTe) =
∑

k

Résidu [
zn−1F (z) ; z = pk

] où pk = p�les de F (z)que l'on peut érire : f (nTe) = Z−1 [F (z)].On voit don que ette formule ne donne f(t) que pour les valeurs entières de n.Elle ne donne pas une détermination unique de f(t),∀t ∈ R.4.9 Propriété périodique de φ∗(p) et relation ave φ(p)

z = epTe φ∗ (p) = F (z)omme : epTe = e

(

p+j 2π n
Te

)

Te on en déduit que F (z) est une fontion périodique :
φ∗ (p) = φ∗

(

p+
j2πn

Te

)On a : f∗ (t) = f (t) p (t)Or on montre que (formule de Poisson) : p (t) = 1
Te

+∞∑

−∞
e

2iπnt
TeDon : f∗ (t) = 1

Te

+∞∑

−∞
f (t) e

2iπnt
TeD'où : φ∗ (p) = 1

Te

+∞∑

−∞
TL

[

f (t) e
2iπ nt

Te

]Or : f (t) e−at ⊃ φ (p+ a)Don : TL [

f (t) e2iπ nt
Te

]

= φ
(

p− 2iπ n
Te

)Conlusion : φ∗ (p) = 1
Te

+∞∑

−∞
φ
(

p+ 2iπ n
Te

)4.10 Expression de φ∗(p) à l'aide des résidus
φ∗(p) = F (z) =

∑

pip�les de F (ν)

Résidus [
F (ν)

1− eνTez−1

]

ν = piSi F (ν) = N(ν)
D(ν) , le résidu orrespondant à un p�le simple vaut :

ri =
N (pi)

d
dν [D (ν) (1− eνTe z−1)]ν=pi

=
N (pi)

D′ (pi) (1− epiTe z−1)



40 F.LUTHON,2011Don si F (ν) n'a que des p�les simples :
F (z) =

∑

pi

N (pi)

D′ (pi)
1

1− epiTe z−1Pour des p�les multiples : p�le d'ordre n

ri =
1

(n− 1) !

[
dn−1

dνn−1

(

(ν − pi)
n F (ν)

1

1− eTeν z−1

)]

ν=pi4.10.1 Rappel sur les résidus� as d'un p�le simple z0 :
Res [F (z) en z = z0] = lim

z→z0
(z − z0) F (z) = N(z0)

D′(z0)
si F (z) = N(z)

D(z)� as d'un p�le multiple z0 d'ordre n :
Res [F (z) en z = z0] =

1

(n− 1) !

dn−1

dzn−1
[(z − z0)

n F (z)]z = z04.11 Dérivation et intégration par rapport à un paramètre
Z

[
∂
∂ a f (nTe, a)

]
= ∂

∂ a F (z, a)

Z
[∫ a1

a0
f (nTe, a) da

]

=
∫ a1
a0

F (z, a) daNous avons en e�et : F (z, a) =
∞∑

n=0
f (nTe, a) z−nDon : ∂ F (z, a)

∂ a =
∞∑

n=0

∂ f(nTe, a)
∂ a z−n = Z

[
∂
∂ a f (nTe, a)

]Exemple : aluler Z [
1

(p+a)2

]

= Tee−aTe z

(z−e−aTe)2sahant que : Z [
1

p+a

]

= z
z−e−aTe4.12 Théorème de Parseval

∞∑

n=0

[

f (nTe)
2
]

=
1

2π j

∮

c
z−1 F (z) F

(
z−1

)
d zPreuve : on utilise la formule d'inversion.4.13 Théorème de onvolution disrète

F1 (z) = Z [f1 (t)] =

∞∑

0

f1 (nTe) z−n

F2 (z) = Z [f2 (t)] =
∞∑

0

f2 (nTe) z−n

F1 (z) F2 (z) =
∞∑

n=0

∞∑

k=0

f1 (nTe) f2 (kTe) z−(n+k)Posons m = n+ k

F1 (z) F2 (z) =
∞∑

n=0

∞∑

m=n

f1 (nTe) f2 [(m− n) Te] z
−m
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=

∞∑

m=0

∞∑

n=0

f1 (nTe) f2 [(m− n) Te] z
−mar : f2 [(m− n)Te] = 0 pour m < n.Posons : C (mTe) =

∞∑

n=0
f1 (nTe) f2 ((m− n)Te) et t = mTe

C (t) =
∞∑

n=0
f1 (nTe) f2 (t− nTe) produit de onvolution disrèteOn a : F1 (z) F2 (z) =

∞∑

m=0
C (mTe) z−m = Z [C (t)]D'où : F1 (z) F2 (z) = Z

[ ∞∑

n=0
f1 (nTe) f2 (t− nTe)

]C'est-à-dire :
F1 (z) · F2 (z) = Z [f1 (t) ∗ f2 (t)]NB : En fait, la sommation n'est pas in�nie mais s'arrête à nTe = t (ausalité de f2). [5, 6, 7, 2, 8,9, 10, 11℄



42 F.LUTHON,20114.14 Vademeum sur la Transformée en ZOn pose : z = epTeDé�nition :
Z [f(t)] = F (z) =

∞∑

n=0
f(nTe)z

−n |z| > eσTeTRANSFORMEE EN Z DES PUISSANCES DE t :
Z
[

tk
]

= −Tez
d

dz
Z
[

tk−1
]

; Z [1] =
z

z − 1
, |z| > 1 ; Z [t] =

Tez

(z − 1)2TRANSFORMEE EN Z DE f(t)e−at :
Z
[
e−atf(t)

]
= F

(
eaTez

)
Z
[
e−at

]
=

z

z − e−aTeRETARD TEMPOREL :
Z [f(t− kTe)] = z−kZ [f(t)]AVANCE TEMPORELLE :

Z [f(t+ kTe)] = zk

[

F (z)−
k−1∑

m=0

f(mTe)z
−m

]THEOREME DE LA VALEUR INITIALE :
lim
z→∞

F (z) = f (0)THEOREME DE LA VALEUR FINALE :
f (∞) = lim

z→1
(z − 1)F (z) = lim

z→1

(
1− z−1

)
F (z)THEOREME DE CONVOLUTION DISCRETE :





F1 (z) = Z [f1 (t)] =
∞∑

0
f1 (nTe) z−n

F2 (z) = Z [f2 (t)] =
∞∑

0
f2 (nTe) z−n

⇒

F1 (z) · F2 (z) = Z [f1 (t) ∗ f2 (t)] = Z

[
t/Te∑

n=0
f1 (nTe) f2 (t− nTe)

]DERIVATION ET INTEGRATION PAR RAPPORT A UN PARAMETRE :
Z

[
∂

∂a
f (nTe, a)

]

=
∂

∂a
F (z, a) ; Z

[∫ a1

a0

f (nTe, a) da

]

=

∫ a1

a0

F (z, a) daTHEOREME DE PARSEVAL :
∞∑

n=0

[f (nTe)]
2 =

1

2iπ

∮

Co

z−1F (z) F (z−1)dzFORMULE D'INVERSION :
f (nTe) =

1

j2π

∮

C0

zn−1F (z) dz =
∑

i

Résidu [zn−1F (z) ; z = pi
]



Chapitre 5RECAPITULATIF SUR LESTRANSFORMEES5.1 Rappel sur les distributionsDé�nitionOn appelle distribution T , une fontionnelle sur D où D est l'EV des fontions ϕ(t) à valeursomplexes dé�nies sur R, indé�niment dérivables et à support borné.
T :

D
ϕ → C

<T,ϕ >Exemple : < TF , ϕ > =
+∞∫

−∞
F (t) ϕ (t) dt

< δ, ϕ > = < Tδ, ϕ > =

∫ +∞

−∞
δ (t)ϕ (t) dt = ϕ (0)

f∗ (t) =
∞∑

n=0

f (t) δ (t− nT ) =
∞∑

n=0

f (nT ) δ (t− nT )NB. Distribution : pas de sens au sens des fontions (intégrale de Riemann).Distribution de DiraDé�nie par une limite : δ(x) = lim
ǫ→0

Iǫ(x) où Iǫ(x) est une impulsion in�niement ourte (durée ǫ)et in�niement haute (amplitude 1/ǫ) :On en déduit :� la parité : δ(x) = δ(−x) et δ(x− a) = δ(a− x)� l'intégrale : +∞∫

−∞
δ(x)dx = 1Produit simple :� distribution pondérée par la valeur de la fontion : δ(x− a)f(x) = δ(x− a)f(a)� as partiulier où a = 0 : δ(x)f(x) = δ(x)f(0)Elément neutre de la onvolution (preuve par la TL : H(p) = 1) :

+∞∫

−∞

δ(x − u)f(u)du =

+∞∫

−∞

δ(u)f(x − u)du = δ(x) ∗ f(x) = f(x)De même : δ(x− a) ∗ f(x) = f(x− a)On en déduit les intégrales : 43
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+∞∫

−∞
δ(x)f(x)dx = f(0)

+∞∫

−∞
δ(x− a)f(x)dx = f(a)Dérivée : f ′(x) = f(x) ∗ δ′(x)Dérivée nième : f(x) ∗ δ(n)(x) = f (n)(x)



F.LUTHON,2011 455.2 Développement en Série de FourierSoit une fontion f(t) :� périodique de période T� dé�nie dans un intervalle [θ, θ + T ],� satisfaisant les onditions de Dirihlet (disontinuités de 1ère espèe).Alors :
f(t) = a0 +

∞∑

k=1

ak cos
2πkt

T
+ bk sin

2πkt

Tave :
a0 =

1

T

∫ θ+T

θ
f(t) dt

ak =
2

T

∫ θ+T

θ
f(t) cos

2πkt

T
dt

bk =
2

T

∫ θ+T

θ
f(t) sin

2πkt

T
dtOn peut poser : { ak = Ak cosϕk

bk = Ak sinϕk
⇒

{

Ak =
√

a2k + b2k
ϕk = Arctg bk

ak

⇒ f(t) = a0 +

∞∑

k=1

Ak cos

(
2π kt

T
− ϕk

)Terminologie� a0 représente la omposante ontinue� A1 représente l'amplitude du fondamental� Ak représente l'amplitude de l'harmonique de rang k� ϕk représente le déphasage� ν = 1/T représente la fréquene fondamentale� ω = 2πν = 2π/T représente la pulsation de base.Formule de Bessel-ParsevalOn a onservation de l'énergie :
1

T

∫ θ+T

θ
[f (t)]2 dt = a20 +

1

2

∞∑

k=1

(
a2k + b2k

)

︸ ︷︷ ︸

A2

kDé�nition de la valeur e�ae
Veff =

[

1
T

θ+T∫

θ

[f (t)]2 dt

]1/2 C'est-à-dire : V 2
eff = < [f (t)]2 >

↑ valeur moyenneDSF Exponentiel
f(t) =

+∞∑

k=−∞
ck exp

(
j2πkt
T

) ave ck = F (k) = 1
T

θ+T∫

θ

f(t) exp
(

− j2πkt
T

)

dtPour un signal réel, on a c∗k = ck d'où :
a0 = c0 (5.1)
ak = 2ℜ[ck] (5.2)
bk = −2ℑ[ck] (5.3)



46 F.LUTHON,20115.3 Tableau réapitulatif de la TLDomaine du temps t ∈ R TL−→ Domaine de fréquene généralisée p ∈ Coù t > 0
TL−1

←− ave Re(p) = σ > σo

f(t) ⊃ F (p) =
+∞∫

0

f(t)e−ptdt ⊂ f(t)

df/dt ⊃ pF (p)− f(0+)

f(t) ∗ g(t) ⊃ F (p).G(p)

f(0+) = lim
p→∞

pF (p)

f(∞) = lim
p→0

pF (p)

f(t− t0) ⊃ e−pt0F (p)

e−atf(t) ⊃ F (p+ a)

a.f(at) ⊃ F (p/a)

f (n)(t) ⊃ pnF (p)− pn−1f(0)− pn−2f ′(0)− ...− f (n−1)(0)

(−1)ntnf(t) ⊃ F (n)(p)

δ(t) ⊃ 1
δ(n)(t) ⊃ pn

H(t) = 1t>0 ⊃ 1/p

t ⊃ 1/p2

tn/n! ⊃ 1/pn+1

e−at ⊃ 1/(p + a)

sinωt ⊃ ω/(p2 + ω2)

cosωt ⊃ p/(p2 + ω2)

sinh at ⊃ a
p2−a2

cosh at ⊃ p
p2−a2

e−attn/n! ⊃ 1/(p + a)n+1

e−at sinωt ⊃ ω
(p+a)2+ω2

e−at cosωt ⊃ p+a
(p+a)2+ω2

ebt sinh at ⊃ a
(p−b)2−a2

ebt cosh at ⊃ p−b
(p−b)2−a2

eat−ebt

a−b ⊃ 1
(p−a)(p−b)

aeat−bebt

a−b ⊃ p
(p−a)(p−b)

[(b− a)t+ 1]e−at ⊃ p+b
(p+a)2

t sinωt ⊃ 2ωp
(p2+ω2)2

t cosωt ⊃ p2−ω2

(p2+ω2)2

sin(ωt)−ωt cos ωt
2ω3 ⊃ 1

(p2+ω2)2



F.LUTHON,2011 475.4 Tableau réapitulatif de la TFDomaine du temps ontinu TF−→ Domaine des fréquenes
t ∈ R TF−1

←− ν ∈ R ( ω = 2πν)
f(t) =

+∞∫

−∞
F (ν)e+j2πνtdν F (ν) =

+∞∫

−∞
f(t)e−j2πνtdt

f(−t) F (−ν)
f(t/a) |a|F (aν)

f(t) ∗ g(t) F (ν).G(ν)

f(t).g(t) F (ν) ∗G(ν)

f(t− t0) e−j2πt0νF (ν)

ej2πν0tf(t) F (ν − ν0)

f (n)(t) (j2πν)nF (ν)

(−j2πt)nf(t) F (n)(ν)

f(t) F (−ν)
δ(t) 1
1 δ(ν)

δ(t− t0) e−j2πt0ν

ej2πν0t δ(ν − ν0)

δ(n)(t) (j2πν)n

(j2πt)n (−1)nδ(n)(ν)
⊓T (t) T sin(πνT )

sin(πt)/(πt) ⊓1(ν)
∧

T (t) (T/2)sin2(πνT/2)
H(t) δ(ν)

2 −
j

2πνsign(t) − j
πν

cos 2πν0t
1
2 [δ(ν + ν0) + δ(ν − ν0)]

sin 2πν0t
j
2 [δ(ν + ν0)− δ(ν − ν0)]

exp(−πt2) exp(−πν2)
e−tH(t) 1/(1 + j2πν)

e−|t| 2/(1 + 4π2ν2)

te−πt2 −iνe−πν2

+∞∑

−∞
δ(t− nT0) F0 =

1
T0

F0

+∞∑

−∞
δ(ν − nF0)

+∞∑

−∞
δ(t − n) T0 = 1

+∞∑

−∞
δ(ν − n)

+∞∑

−∞
δ(t − n) =

+∞∑

−∞
e−j2πnt Formule de Poisson +∞∑

−∞
δ(ν − n) =

+∞∑

−∞
e−j2πnν



48 F.LUTHON,20115.5 Tableau réapitulatif de la TZDomaine du temps éhantillonné TZ−→ Domaine des fréquenes F (z)

t = nTe ⇒ f(t) = f(nTe) = f(n)
TZ−1

←− z = epTe ∈ C

f(nTe) =
1

j2π

∮

C0

F (z)
z zndz ↔ F (z) =

+∞∑

n=0
f(n)z−n

f(t− kTe) = f(n− k) ↔ z−kF (z)

f(t+ kTe) = f(n+ k) ↔ zkF (z)−
k−1∑

n=0
zk−nf(nTe)

f1(t) ∗ f2(t) =
t/Te=n∑

k=0

f1(kTe)f2(t− kTe) ↔ F1(z).F2(z)

f(0) = lim
z→∞

F (z)

f(∞) = lim
z→1

(z − 1)F (z) = lim
z→1

(1− z−1)F (z)

f(t)e−at ↔ F (zeaTe)

f(t)at ↔ F ( z
aTe

)

tf(t) ↔ −TezF
′(z)

δ(t) ↔ 1

δ(t− kTe) ↔ z−k

H(t) ↔ z/(z − 1)

e−at ↔ z/(z − e−aTe)

at ↔ z/(z − aTe)

t ↔ Tez/(z − 1)2

t2 ↔ T 2
e z(z + 1)/(z − 1)3

te−at ↔ Teze
−aTe/(z − e−aTe)2

e−att2/2 ↔ zT 2
e e

−aTe

2(z−e−aTe)2
+ zT 2

e e
−2aTe

(z−e−aTe )3

sinωt ↔ z sinωTe/(z
2 − 2z cosωTe + 1)

cosωt ↔ z(z − cosωTe)/(z
2 − 2z cosωTe + 1)

e−at sinωt ↔ ze−aTe sinωTe/(z
2 − 2ze−aTe cosωTe + e−2aTe)

e−at cosωt ↔ z(z − e−aTe cosωTe)/(z
2 − 2ze−aTe cosωTe + e−2aTe)

sinhωt ↔ z sinhωTe/(z
2 − 2z coshωTe + 1)

coshωt ↔ z(z − coshωTe)/(z
2 − 2z coshωTe + 1)



F.LUTHON,2011 495.6 Tableau synthétique des transforméesTransformée Liens Direte InverseTF ω = 2πν F (ν) =
+∞∫

−∞
f(t)e−j 2π ν tdt f(t) =

+∞∫

−∞
F (ν)e+j 2π ν tdνénergie �nieTFDT t = nTe X(ν) =

+∞∑

n=−∞
xn exp(−j2πνnTe) xn =

Fe/2∫

−Fe/2

X(ν) exp(j2πνnTe)dνéhantillonné Fe = 1/TeTFDT u = ν
Fe

X(u) =
+∞∑

n=−∞
xn exp(−j2πnu) xn =

1/2∫

−1/2

X(u) exp(j2πnu)dufréq. réduite (Fe = 1)TFD (FFT) ν = kFe

N Xk =
N−1∑

n=0
xn exp(−j 2πnkN ) xn =

N−1∑

n=0
Xk exp(+j 2πnk

N )durée tronquée T = NTeDSF νk = k
T0

Ck = 1
T0

∫

[T0]

f(t) exp
(

−j 2πktT0

)

dt f(t) =
+∞∑

k=−∞
Ck exp

(

j 2πkt
T0

)périodique période T0TL p = jω Φ(p) =
∞∫

0

f(t)e−ptdt f(t) = 1
j2π

C+j∞∫

C−j∞
Φ(p)eptdpanalogique C = 0ausalTZ z = epTe F (z) =

∞∑

n=o
f(nTe)z

−n f(nTe) =
1

j2π

∮

C0

zn−1F (z)dznumérique t = nTe =
∑

i
Résidu [zn−1F (z) ; z = pi

]

C0 erle U



Chapitre 6RAPPEL DE PREREQUIS6.1 TrigonométrieRELATION FONDAMENTALE : sin2 θ + cos2 θ = 1PARITE : sin (−θ) = − sin (θ)
cos (−θ) = cos (θ) SYMETRIE :

sin
(
π
2 − θ

)
= sin

(
π
2 + θ

)
= cos θ

cos
(
π
2 − θ

)
= − cos

(
π
2 + θ

)
= sin θ

tan
(
π
2 − θ

)
= cot θ

cot
(
π
2 − θ

)
= tan θ

cos (π − θ) = cos (π + θ) = − cos θ
sin (π − θ) = − sin (π + θ) = sin θADDITION :

sin (a+ b) = sin a cos b+ cos a sin b
sin (a− b) = sin a cos b− cos a sin b

}

⇒
{

tan a+ tan b = sin(a+b)
cos a cos b

tan a− tan b = sin(a−b)
cos a cos b

cos (a+ b) = cos a cos b− sin a sin b
cos (a− b) = cos a cos b+ sin a sin b

tan (a+ b) = tan a+tan b
1−tan a tan b tan (a− b) = tan a−tan b

1+tan a tan b

cot (a+ b) = cot a cot b−1
cot a+cot b cot (a− b) = 1+cot a cot b

cot b−cot aANGLE DOUBLE :
sin 2a = 2 sin a cos a
cos 2a = cos2 a− sin2 a = 2cos2 a− 1 = 1− 2 sin2 a
⇒ cos2 a = 1+cos 2a

2 sin2 a = 1−cos 2a
2

tan 2a = 2 tan a
1−tan2 aSOMME-DIFFERENCE-PRODUIT :

sin a+ sin b = 2 sin
(
a+b
2

)
cos

(
a−b
2

)

sin a− sin b = 2 sin
(
a−b
2

)
cos

(
a+b
2

)

cos a+ cos b = 2cos
(
a+b
2

)
cos

(
a−b
2

)

cos a− cos b = −2 sin
(
a+b
2

)
sin

(
a−b
2

)

sin (a+ b) sin (a− b) = cos2 b− cos2 a
cos (a+ b) cos (a− b) = cos2 b− sin2 a

sin a sin b = 1
2 [cos (a− b)− cos (a+ b)]

sin a cos b = 1
2 [sin (a+ b) + sin (a− b)]

cos a cos b = 1
2 [cos (a− b) + cos (a+ b)]

cos a sin b = 1
2 [sin (a+ b)− sin (a− b)]

tan a tan b = cos(a−b)−cos(a+b)
cos(a−b)+cos(a+b)

tan a
tan b = sin(a+b)+sin(a−b)

sin(a+b)−sin(a−b)51



52 F.LUTHON,2011AUTRES RELATIONS :
1

cos2 θ = 1 + tan2 θ 1
sin2 θ

= 1 + cot2 θsoit : t = tan a
2 cos a = 1−t2

1+t2 sin a = 2t
1+t2 tan a = 2t

1−t2 cot a = 1−t2

2tANGLES REMARQUABLES :0 π/6 π/4 π/3 π/2sin 0 1/2 √2/2 √3/2 1os 1 √3/2 √2/2 1/2 0tan 0 1/√3 1 √3 + ∞ot ∞ √3 1 1/√3 0RELATIONS ENTRE FONCTIONS TRIGONOMETRIQUES :
sinx cosx tanx cot x

sinx sinx ±
√
1− cos2 x ± tanx√

1+tan2 x
± 1√

1+cot2 x

cos x ±
√

1− sin2 x cosx ± 1√
1+tan2 x

± cot x√
1+cot2 x

tan x sinx

±
√

1−sin2 x

±
√
1−cos2 x
cos x tanx 1

cotx

cot x ±
√

1−sin2 x
sinx

cos x
±
√
1−cos2 x

1
tan x cot x

arctan x+ arctan
1

x
=

π

2DERIVEES :fontion sin x os x tg x ot x Arsin x Aros x Artg xdérivée cosx − sinx 1
cos2 x

= −1
sin2 x

= 1√
1−x2

−1√
1−x2

1
1+x2

1 + tan2 x −1− cot2 xLIMITES ET INTEGRALES USUELLES :
lim
x→0

sinx
x = 1 et +∞∫

0

sinx
x = π

2FORMULES D'EULER :
cos θ = exp(iθ)+exp(−iθ)

2 et sin θ = exp(iθ)−exp(−iθ)
2i



F.LUTHON,2011 536.2 Développements limités usuels au voisinage de zéro
lim
x→0

ε (x) = 0

ex = 1 +
x

1!
+

x2

2!
+ · · · + xn

n!
+ xnε (x)

ax = 1 +
x ln a

1!
+

(x ln a)2

2!
+ · · · + (x ln a)n

n!
+ xnε (x) ar ax = exp (x ln a)

(1 + x)r = 1 +
rx

1!
+

r(r − 1)x2

2!
+ · · · + r(r − 1) · · · (r − p+ 1)xp

p!
+ · · · + r(r − 1) · · · (r − n+ 1)xn

n!

+xnε (x)

1

1 + x
= 1− x+ x2 − x3 + x4 − x5 · · · + (−1)n xn + xnε (x)

1

1− x
= 1 + x+ x2 + x3 + x4 + x5 · · ·+ xn + xnε (x)

ln (1 + x) = x− x2

2
+

x3

3
− x4

4
· · · + (−1)n−1 x

n

n
+ xnε (x)

ln (1− x) = −x− x2

2
− x3

3
− x4

4
· · · − xn

n
+ xnε (x)

sinx = x− x3

3!
+

x5

5!
− x7

7!
+ · · · + (−1)n x2n+1

(2n+ 1)!
+ x2n+2ε (x)

sinhx = x+
x3

3!
+

x5

5!
+

x7

7!
+ · · · + x2n+1

(2n+ 1)!
+ x2n+2ε (x)

cos x = 1− x2

2!
+

x4

4!
− x6

6!
+ · · · + (−1)n x2n

(2n)!
+ x2n+1ε (x)

cosh x = 1 +
x2

2!
+

x4

4!
+

x6

6!
+ · · · + x2n

(2n)!
+ x2n+1ε (x)

tanx = x+
x3

3
+

2x5

15
+

17x7

315
+ x8ε (x)

tanhx = x− x3

3
+

2x5

15
− 17x7

315
+ x8ε (x)

cot x =
1

x
− x

3
− x3

45
+ x4ε (x)

arctan x = x− x3

3
+

x5

5
− x7

7
+ · · · + (−1)n x2n+1

2n+ 1
+ x2n+2ε (x)

arg tanhx = x+
x3

3
+

x5

5
+

x7

7
+ · · · + x2n+1

2n+ 1
+ x2n+2ε (x)

arcsinx = x+
1

2
· x

3

3
+

1 · 3
2 · 4 ·

x5

5
+

1 · 3 · 5
2 · 4 · 6 ·

x7

7
+ · · · + 1 · 3 · 5 · · · · (2n− 1) x2n+1

2 · 4 · · · · (2n) · (2n+ 1)
+ x2n+2ε (x)

arg sinhx = x− 1

2
· x

3

3
+

1 · 3
2 · 4 ·

x5

5
− 1 · 3 · 5

2 · 4 · 6 ·
x7

7
+ · · · + (−1)n · 1 · 3 · 5 · · · · (2n− 1)x2n+1

2 · 4 · · · · (2n) · (2n+ 1)

+x2n+2ε (x)



54 F.LUTHON,20116.3 Déomposition des frations rationnelles : F (x) = Pn(x)
Qm(x)1. CHERCHER LA PARTIE ENTIERE : si n ≥ m2. POLE REEL SIMPLE : F (x) = P (x)

(x−a)Q(x) avec Q (a) 6= 0Forme de la déomposition : F (x) = A
x−a + · · · où : A = (x− a)F (x) | x=aAutre méthode (si fration ompliquée) : A = P (a)

Q′(a)3. POLE REEL MULTIPLE : F (x) = P (x)

(x−a)kQ(x)
avec Q (a) 6= 0Forme de la déomposition : F (x) = A1

x−a + A2

(x−a)2
+ · · · + Ak

(x−a)k
+ · · ·Poser y = x− a → F = P1(y)

ykQ1(y)
.On divise P1(y) par Q1(y) selon les puissanes roissantes à l'ordre k-1.4. POLES COMPLEXES CONJUGUES :

F (x) =
P (x)

(x2 + p x+ q)k Q (x)
avec







p2 − 4q < 0
(a, a) ∈ C2 racines de x2 + px+ q
Q (a) 6= 0(a) k = 1On déompose dans C et on regroupe les 2 termes obtenus (ar B = A)Forme de la déomposition : F (x) =

(
A

x−a + B
x−a

)

+ · · · = A1x+B1

x2+px+q
+ · · ·ave : A1 = 2Re [A] et B1 = −2Re [Aa](b) k ≥ 1, Q simpleOn soustrait de F les éléments simples issus de Q ⇒ nouvelle fration simpli�ée.On se ramène à : F1 (x) =

P1(x)

(x2+p x+q)k
. On divise P1 par x2 + px + q (selon les puissanesdéroissantes). Et on reommene.() k ≥ 2, Q moins simpleForme de la déomposition :

F (x) =
A1x+B1

x2 + px+ q
+

A2x+B2

(x2 + px+ q)2
+ · · · + Akx+Bk

(x2 + px+ q)k
+ · · ·On alule : (x2 + px+ q

)k
F (x)

∣
∣
∣
x=a
⇒ P (a)

Q(a) = Aka+Bk ⇔ P (a) = Q(a) [Aka+Bk]or a2 = −pa− q don on remplae toutes les puissanes de a par une ombinaison linéaire de 1et a.On obtient : a.[expression n�1 en Ak et Bk℄ + 1.[ expression n�2 en Ak et Bk℄ = 0Or 1 et a forment un système linéaire indépendant ⇒ { expression n◦1 = 0expression n◦2 = 0On est don ramené à résoudre un système linéaire en Ak et Bk. On forme ensuite :
F (x)− Akx+Bk

(x2+px+q)k
et on reommene pour avoir Ak−1 et Bk−1 ...NB : inutile de déterminer a.5. ISSUES DE SECOURS(a) donner à x des valeurs partiulières ( 0 ; 1 ; -1 ...)(b) aluler lim

x→∞
xF (x)() méthode d'identi�ation générale ave oe�ients indéterminés(d) aluler (x− a)k F (x)

∣
∣
∣
x=a

pour le terme de plus haut degré(e) utiliser la parité.



F.LUTHON,2011 556.4 Fontions hyperboliques diretesDEFINITIONS : cosh x = ex+e−x

2 > 0

sinhx = ex−e−x

2

tanhx = sinhx
cosh x

coth x = 1
tanh x

cos x = cosh (ix)
cosh x = cos (−ix)
sinx = −i sinh (ix)
sinhx = −i sin (ix)DERIVEES :fontion sinhx coshx tanhx coth xdérivée coshx sinhx 1

cosh2 x
= 1− tanh2 x −1

sinh2 x
= 1− coth2 xTRIGONOMETRIE HYPERBOLIQUE : cosh2 x− sinh2 x = 1

cosh (a+ b) = cosh a cosh b+ sinh a sinh b
cosh (a− b) = cosh a cosh b− sinh a sinh b
sinh (a+ b) = sinh a cosh b+ cosh a sinh b
sinh (a− b) = sinh a cosh b− cosh a sinh b

tanh (a+ b) = tanh a+tanh b
1+tanh a tanh b

cosh 2x = cosh2 x+ sinh2 x = 2cosh2 x− 1 = 1 + 2 sinh2 x
sinh 2x = 2 sinhx coshx

tanh 2x = 2 tanh x
1+tanh2 x6.5 Fontions hyperboliques réiproquesDEFINITIONS

y = arg sinhx
x∈ℜ

⇔ x = sinh y
y∈ℜ

y = arg coshx
x≥1

⇔ x = cosh y
y≥0

y = arg tanhx
−1<x<1

⇔ x = tanh y
y∈ℜ

y = arg coth x
x>1 (resp. x<−1)

⇔ x = coth y
y>0 (resp. y<0)

EXPRESSIONS LOGARITHMIQUES
∀x ∈ ℜ, arg sinhx = ln

(

x+
√
x2 + 1

)

∀x ≥ 1, arg coshx = ln
(

x+
√
x2 − 1

)

∀ |x| < 1 arg tanhx = 1
2 ln

(
1+x
1−x

)

∀ |x| > 1 arg coth x = 1
2 ln

(
x+1
x−1

)DERIVEES
(arg sinhx)′ = 1√

1+x2

(arg coshx)′ = 1√
x2−1

(arg tanhx)′ = 1
1−x2 sur ] −1 ; +1 [

(arg coth x)′ = 1
1−x2 sur ] −∞ ; −1 [ ∪ ] 1 ; +∞ [N.B :

∀x ∈ ] −∞ ; −1 [ ∪ ] 1 ; +∞ [ ,
(

ln
∣
∣
∣x+

√
x2 − 1

∣
∣
∣

)′
= 1√

x2−1

∀x ∈ ℜ , x 6= 1 , x 6= −1 ,
(
1
2 ln

∣
∣
∣
1+x
1−x

∣
∣
∣

)′
= 1

1−x2



56 F.LUTHON,20116.6 Les oniquesEquation polaire : r = p
1+e cos θ ave : 



−π ≤ θ ≤ π
p > 0
e > 0Selon les valeurs de e, on obtient toutes les oniques :1. ellipse : 0 < e < 12. parabole : e = 13. hyperbole : e > 1Equations artésiennes :







x = r cos θ
y = r sin θ

r2 = x2 + y2Don : r + e r cos θ = p ⇔ r = p− e x

⇔ r2 = (p− e x)2

⇔
(
1− e2

)
x2 + y2 = p2 − 2p e x1. si e = 1 : y2 = p2 − 2p x parabole2. si e 6= 1 :

(
1− e2

)
(

x+
p e

1− e2

)2

︸ ︷︷ ︸

X

+y2 = p2 + p2e2

1−e2
= p2

1−e2

(
1− e2

)
X2 + y2 = p2

1−e2
⇔ X2

p2

(1−e2)2
+ y2

p2

(1−e2)

= 1(a) si 0 < e < 1 : on pose : a2 = p2

(1−e2)2
b2 = p2

1−e2d'où : X2

a2
+ y2

b2
= 1 ellipse(b) si e > 1 : on pose : a2 = p2

(1−e2)2
b2 = p2

e2−1d'où : X2

a2
− y2

b2
= 1 hyperbole



Chapitre 7TRAVAUX PRATIQUES7.1 Introdution à Matlab7.1.1 Prinipales aratéristiquesMatlab est un environnement logiiel de alul et visualisation sienti�que :� Matlab (pour Matrix Laboratory) repose sur un langage interprété.� La programmation est aisée ar la syntaxe du langage est prohe de l'ériture mathématique.� La donnée de base est la matrie ou tableau (veteur ou salaire étant des as partiuliers).� La dimension des données n'a pas besoin d'être spéi�ée (ni leur type).� L'interativité de Matlab permet de programmer et simuler plus vite qu'en C ou Fortran.� Matlab est ouramment utilisé dans la reherhe et l'industrie.� Les inonvénients éventuels sont la lenteur d'exéution et le oût en mémoire.Matlab est fourni ave des Toolboxes (boîtes à outils) dédiées à des appliations spéi�ques :� Ce sont des bibliothèques de fontions (�hiers ASCII d'extension .M)� Symboli Math : alul symbolique (intégrale, équation di�érentielle)� Signal Proessing : traitement de signal (�ltrage, analyse spetrale)� System Identi�ation et Control System : automatique (identi�ation, orreteur)� Image Proessing : traitement d'imageLe système interatif MATLAB omporte 5 parties :� Environnement de développement (fenêtres de ommandes)� Bibliothèque de fontions mathématiques (algèbre, trigonométrie, transformées)� Langage (ontr�les de �ux, fontions, strutures)� Commandes graphiques (visualisation 2-D et 3-D)� API de ommuniation ave le C et le Fortran7.1.2 Environnement de travail7.1.2.1 Session MATLAB� liene PC sous Windows (jetons)� double-liquer sur l'îone MATLAB pour laner une session� fenêtre de ommande : pour saisir des variables, érire des instrutions, laner des programmes(après le prompt (�) de l'interpréteur Matlab), et voir des résultats en mode texte� fenêtre d'éditeur : pour érire des �hiers .M� fenêtre graphique (Figure) : pour visualiser des ourbes� répertoire de travail par défaut : work (modi�able dans startup.m)7.1.2.2 Contr�le de session� CTRL C : interruption de programme� exit/quit : �n de session� ↑ : rappel de ommande préédente� ! : redonner la main au système d'exploitation57



58 F.LUTHON,2011� help <nom de fontion> : aide en ligne (très utile !)� who/whos : liste des variables en mémoire� lear : libération de la mémoire vive (très utile !)� l : e�ae la fenêtre de ommande.7.1.3 Langage de programmation7.1.3.1 Prinipe de la syntaxeMATLAB est un langage d'expression, i.e. interprété (pas de ompilation néessaire). Il interprèteet évalue en ligne les instrutions tapées au lavier.Une instrution peut être :� tapée diretement dans la fenêtre de ommande pour exéution en ligne.� insérée dans un programme exéutable (�hier .M)� insérée dans une fontion externe (�hier .M)Une instrution est onstituée de variables, nombres, opérateurs et fontions. Elle est de la forme :variable=expression;ou simplement :expression;Séparateurs :� une instrution se termine par un point-virgule ( ;) sauf si l'on veut voir à l'éran tous les alulsintermédiaires auquel as on utilise à la plae le simple retour hariot (<RET>) ou la virgule(,).� % : séparateur qui annone un ommentaire dans un �hier MATLAB.7.1.3.2 Exemples d'instrutions� formation d'un veteur-ligne t ontenant des instants d'éhantillonnage espaés d'une période
Te :t=0:Te:T; %veteur-temps éhantillonné� extration des n premiers éhantillons :t(1:n);� génération d'un veteur x ontenant les éhantillons d'une sinusoïde :x=A*sin(2*pi*f*t);
A, π, f étant des salaires, x réupère la dimension de t (auune délaration de type ou dedimension n'est néessaire).� transposition pour former le veteur olonne orrespondant :y=x';� formation d'une matrie M de taille 3× 3 :M=[a11 a12 a13 ; a21 a22 a23 ; a31 a32 a33℄;� extration du premier oe�ient de la matrie :oeff1=M(1,1);7.1.3.3 Opérateurs et onstantes+ - * / ^ '.* ./ .^ .'== ~= > < <= >=pi i j Inf NaN



F.LUTHON,2011 597.1.3.4 Contr�le de �ux de données� for : répétition d'instutions un ertain nombre de fois. Syntaxe :for variable=salaire1:salaire2instrution;end� if : exéution onditionnelle d'instrutions. Syntaxe :if expression1instrution1;elseif expression2instrution2;endoù expression1 et 2 utilisent les tests d'égalité, di�érene ou inégalité.� while : répétition d'instrutions un nombre indé�ni de fois.� Autres instrutions onditionnelles lassiques : swith, ontinue, break7.1.3.5 Création d'une fontion externeL'instrution funtion sert à dé�nir une nouvelle fontion externe qui étend ainsi le voabulairede Matlab. Les instrutions onstituant la fontion sont érites dans un �hier d'extension .M et demême nom que la fontion. La première ligne du �hier ontient la dé�nition de la syntaxe de lafontion. Par exemple dans un �hier newfun.m, la 1ère ligne :funtion [out1, out2℄ = newfun(in1)dé�nit une nouvelle fontion appelée newfun qui alule à partir d'une matrie d'entrée in1, deuxmatries de sortie out1 et out2. L'appel à ette nouvelle fontion dans un autre programme se faitpar :[z,y℄ = newfun(x);7.1.4 Bibliothèque de fontions7.1.4.1 Fontions graphiques� axis : pour spéi�er les limites des axes d'une �gure.� �gure : ouvre une nouvelle fenêtre graphique (Figures No. 2, 3, et...) qui devient la fenêtregraphique ourante. On peut spéi�er le numéro de la fenêtre : �gure(1).� grid : ajoute un quadrillage en pointillé sur une �gure.� hold on/o� : maintien ou non du traé préédent dans la fenêtre graphique (pour superposerdes ourbes).� plot : traé de ourbes dans la fenêtre de visualisation. Syntaxe :plot(x, y, 'type', x1,y1,'type1',...);où x est le veteur des absisses (faultatif), y le veteur des ordonnées, 'type' le type ou laouleur du trait (faultatif). On peut spéi�er en option l'éhelle des axes, les légendes, la grillede façon très souple.� print : impression de la �gure sur l'imprimante :print -ddeskjet ou -dlaserjetimpression de la �gure dans le presse-papier :print -dmeta ou -dbitmapimpression de la �gure dans un �hier Postsript :print nom_fih -deps� subplot(m,n,p) : division d'une Figure en m x n retangles et traé dans le p-ième retangle.� title : ajoute un titre sur une �gure.� xlabel, ylabel : ajoute une légende sur l'axe horizontal (resp. vertial) d'une �gure.� zoom on/o�/out : pour dilater une ourbe à l'aide des boutons de la souris.



60 F.LUTHON,20117.1.4.2 Interation utilisateur� disp : a�hage de texte ou matries dans la fenêtre de ommande. Intérêt : ommentaires àl'exéution.� eho on/o� : ontr�le l'a�hage à l'éran des ommandes des �hiers d'extension .M lors deleur exéution. Intérêt : pour debugger ou pour un programme de démonstration.� input : après l'a�hage d'un message, attente d'une entrée au lavier ave retour hariot. Syn-taxe :x = input('message','s');où x réupère la valeur ou la haîne de aratères entrée au lavier. On rajoute 's' dans le as oùl'entrée au lavier est une haîne de aratères (string).� isempty(x) : retourne 1 si l'élément est vide, 0 sinon. Utile pour spéi�er une valeur par défautlors d'une entrée au lavier ave input.� pause : arrêt temporaire de l'exéution jusqu'à la frappe d'une touhe quelonque au lavier.Cela permet de s'arrêter pour voir à l'éran un graphique.7.1.4.3 Interation �hiers externes� Transfert matrie <-> �hier ASCII : load/save� Entrée/sortie �hier : fopen, flose, fread, fwrite, fseek, fprintf...� Aès image externe : imread, imwrite...7.1.4.4 Manipulation de matries� length(x) où x est un veteur : donne la dimension d'un veteur.� [m n℄=size(A) : réupère les dimensions m et n d'une matrie donnée A.� min(x) : reherhe du minimum du veteur x.7.1.4.5 Fontions mathématiques� abs : valeur absolue (resp. module) des éléments d'une matrie réelle (resp. omplexe).� log(x), log10(x) : logarithme népérien ou à base 10 des éléments de x.� autres fontions de base : sqrt, exp ...7.1.4.6 Signaux de base� randn : génère un bruit aléatoire normal de moyenne nulle et de variane 1. Syntaxe :randn(size(A))pour avoir un veteur de nombres aléatoires de même taille que A.� y=sin(x) : fontion sinus (qui opère élément par élément dans le as d'une matrie). où x estun salaire, un veteur ou une matrie. y reupère la même dimension que x.� square(t,duty) : génère un signal arré de rapport ylique variable (fait partie du toolboxSignal Proessing) où t est le veteur-temps et duty le rapport ylique exprimé en % de lapériode où le signal est positif (par défaut : duty=50 %).



F.LUTHON,2011 617.2 TP - Transformée de Fourier7.2.1 Rappels� Dé�nition :
TF [f(t)] = F (ν) =

∫ +∞

−∞
f(t) exp (−i2πνt)dt (7.1)� N.B. En prenant f(t) ausale et p = iω = i2πν, alors on a : TF=TL� Convolution : TF [f1(t) ∗ f2(t)] = F1(ν).F2(ν)� Translation : TF [f(t− t0)] = exp (−i2πνt0)F (ν)� Modulation : TF [exp (i2πν0t)f(t)] = F (ν − ν0)� Peigne de Dira (Formule de Poisson) :

TF [

+∞∑

n=−∞
δ(t− n)] =

+∞∑

n=−∞
exp (−i2πνn) =

+∞∑

n=−∞
δ(ν − n) (7.2)7.2.2 TF Disrète : Analyse spetraleLa TFD est fréquemment utilisée pour l'analyse spetrale des signaux numériques.On fournit trois fontions : sinus, arre, spetre et un programme : tfd0.Help : �t, abs, square, log107.2.2.1 Etude du théorème de Shannon1. Générer le signal SIN1 ; aluler son spetre éhantillonné ave une fenêtre retangulaire (Porte)de longueur 1024 points ; traer le spetre en dB sur [0;Fe/2].2. Idem pour SIN2.3. Comparer et interpréter par rapport à la théorie.4. Traer le spetre éhantillonné du signal CAR3. Caluler la déroissane des harmoniques. Inter-préter en se reportant à la déomposition en série de Fourier d'un signal arré.5. idem pour les signaux CAR1 et CAR2. Interpréter.7.2.2.2 In�uene de la tronature temporelleCaluler la TFDT (obtenue par FFT ave zero-padding sur 1024 points qui donne une approxima-tion �ne du spetre ontinu) du signal SIN1 pour une fenêtre temporelle Retangulaire de 128 pointspuis 64 points.Etudier le spetre de SOM1. Quels ommentaires peut-on faire à propos de la résolution fréquen-tielle ('est-à-dire la apaité à distinguer deux signaux de fréquenes prohes) et de la résolutiondynamique ('est-à-dire la apaité à distinguer deux signaux d'amplitudes très di�érentes) de la fe-nêtre retangulaire ?7.2.2.3 Etude de l'érêtageLe programme tfd0 permet d'étudier l'in�uene spetrale de l'érêtage d'un signal en hoisissantun seuil s.Générer un signal sinusoïdal tel que : A = 1, f = 10Hz, T = 1s, Fe = 200Hz, s = 0.3. Interpréterle spetre obtenu en omparant au spetre de la sinsuoïde pure.7.2.3 Annexes7.2.3.1 Signaux tests7.2.3.2 Fontions internes� �t : alul de la transfomée de Fourier disrète (TFD) ave l'algorithme rapide de FFT (FastFourier Transform) si le nombre de points est une puissane de 2. Sinon, le alul utilise un



62 F.LUTHON,2011Table 7.1 � Signaux testsNom Type de signal Durée Fe Fréq. 1 Amplitude 1 Fréq. 2 Amplitude 2unité (s) (Hz) (Hz) (Hz)SIN1 sinusoïdal 7 256 100 1 - -SIN2 sinusoïdal 7 160 100 1 - -CAR1 arré 1 1408 128 1 - -CAR2 arré 1 1024 88 1 - -CAR3 arré 1 5000 100 1 - -SOM1 somme 1 256 100 1 104 1algorithme plus lent de DFT (Disrete Fourier Transform). C'est pourquoi on a intérêt à hoisirun nombre N de points qui est une puissane de 2. Syntaxe :z=fft(x,N);où x est le veteur ontenant les éhantillons du signal, N le nombre de points sur lequel on veutaluler la FFT et z est le veteur de sortie (a priori omplexe) réupérant les éhantillons dela TFD. Signalons que N n'est pas néessairement égal au nombre d'éhantillons du signal. Si
N est supérieur au nombre d'éhantillons de signal disponibles, le alul de la TFD se fait aprèsl'ajout automatique du nombre néessaire d'éhantillons nuls en queue de signal pour ompléterles éhantillons manquant et obtenir au total N points. Cet arti�e de alul, qui s'appelle zero-padding, est intéressant pour avoir un spetre disret (TFD) (évidemment, puisqu'on travaille surordinateur !) qui est une approximation très �ne du spetre ontinu (TFDT). Typiquement, onprend N = 1024. Cela rajoute sur le spetre éhantillonné d'origine des points intermédiaires quiréalisent une interpolation en sinus ardinal (don exate) entre les points originels, au lieu del'interpolation linéaire (don fausse) faite par l'÷il. On améliore ainsi la visualisation du spetre,mais ela n'ajoute évidemment pas d'information utile d'un point de vue mathématique.� abs : alul de la valeur absolue (resp. du module) des éléments d'une matrie réelle (resp.omplexe). Par exemple, si l'on veut le spetre Sxx du signal x, on prend le module au arré desa TFD z :Sxx = abs(z).^2;7.2.3.3 Fontions externes� sinus : génération d'une sinusoïde. Syntaxe :[x,t℄ = sinus(Fe,T,f,A)Cette fontion requiert 4 paramètres d'entrée : la fréquene d'éhantillonnage Fe, la durée T (enseondes), la fréquene f et l'amplitude A. Elle donne en sortie 2 veteurs de même dimension :
x ontient les éhantillons du signal sinusoïdal et t ontient les instants d'éhantillonnage.� arre : génération d'un signal arré. Syntaxe identique à sinus.� spetre : alul d'un spetre. Syntaxe :[Sxx,freq℄=spetre(Fe,x,N,dB)Cette fontion requiert 4 paramètres d'entrée : la fréquene d'éhantillonnage Fe, le veteur deséhantillons du signal x, le nombre de points de alul N et une haîne de aratères dB (n/o)qui spéi�e l'éhelle désirée (linéaire ou en dB). Elle donne en sortie 2 veteurs de dimension N :
Sxx ontient les éhantillons du spetre et freq ontient les fréquenes disrètes orrespondantes(de 0 à Fe).



F.LUTHON,2011 637.3 TP - Transformée en Z7.3.1 Rappel sommaireLa TZ est l'équivalent de la TL pour des signaux éhantillonnés : x(t) = x(kTe) = x(k) = xk.Elle s'obtient à partir de la TL par hangement de variable omplexe : z = exp (pTe).Elle est dé�nie par :
F (z) =

+∞∑

k=0

f(k)z−k (7.3)
z−1 est l'opérateur retard.La fontion de transfert d'un �ltre numérique est dé�nie par une fration rationnelle en z−1.7.3.2 Synthèse de Filtre RIIOn s'intéresse à un �ltre numérique dont la fontion de transfert est du type :

H(z) =
b0 + b1z

−1 + b2z
−2

a0 + a1z−1 + a2z−2
(7.4)On peut le aratériser par ses p�les pi = rie

iθi et zéros zj = rje
iθj , ei à une onstante multipliativeprès (fateur de gain qu'on prendra par défaut égal à : k = 1).On supposera que la fréquene d'éhantillonnage vaut : Fe = 10kHz.Pour haun des systèmes i-dessous, on traera :� le position des p�les et zéros dans le plan omplexe (help : pzmap, zgrid, onj)� la fontion de transfert (help : zp2tf, freqz)� la réponse impulsionnelle sur 256 points (help : �lter, zeros)1. Système ave 2 p�les omplexes onjugués : ri = 0.99 et θi = ±10�.2. idem pour ri = 0.99 et θi = ±30�. Commenter l'in�uene de θi.3. idem pour ri = .96 et θi = ±10�. Commenter l'in�uene de ri.4. idem pour ri = 1 et θi = ±10�. Commenter la réponse impulsionnelle.5. idem pour ri = 1.01 et θi = ±10�. Commenter la réponse impulsionnelle.6. Ajouter au système 1) une paire de zéros : rj = 0.99 et θj = ±30�. Commenter l'in�uene deszéros.7. Erire l'équation aux di�érenes qui régit le système (expression de l'éhantillon de sortie enfontion des éhantillons d'entrée et de sortie préédents).



64 F.LUTHON,20117.3.3 Annexe théorique pour le TP TZCas d'une paire de p�les omplexes onjugués :
H(z) =

A

z − p0
+

A∗

z − p∗0
=

Az−1

1− p0z−1
+

A∗z−1

1− p∗0z
−1

(7.5)
H(z) =

b1z
−1 + b2z

−2

a0 + a1z−1 + a2z−2
ave : b1 = 2ℜ[A] et : b2 = −2ℜ[Ap∗0] (7.6)

H(z) =

[ ∞∑

n=0

Apn0z
−n +A∗p∗n0 z−n

]

z−1 (7.7)
h(n) = h0(n − 1) (7.8)
h0(n) = Apn0 +A∗p∗n0 = 2ℜ[Apn0 ] pour : n ≥ 0 (7.9)Si l'on pose : p0 = r exp(jθ) et A = a exp(jφ), il vient :

h0(n) = 2a.rn cos[nθ + φ] (7.10)
h(n) = 2a.rn−1 cos[(n− 1)θ + φ] pour : n ≥ 1 (7.11)Correspondant au système analogique :

h0(t) = 2a.rt/Te cos[
θ

Te
t+ φ] (7.12)

H0(p) =
1

1 + 2 ζ
ωn

p+ 1
ω2
n
p2

(7.13)Et les relations entre paramètres analogiques et numériques :
ωp =

θ

Te
(7.14)

exp(−ζωnt) = rt/Te ⇒ −ζωn =
Log(r)
Te

(7.15)
Q =

1

2ζ
√

1− ζ2
(7.16)

ωr = ωn

√

1− 2ζ2 (7.17)
ωp = ωn

√

1− ζ2 (7.18)
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